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Proprietes de Lefschetz automorphes pour les 
groupes unitaires et orthogonaux 

N. Bergeron 


Abstract 

Let G be a connected semisimple group over Q. Given a maximal compact subgroup 
K C G(R) - such that X = G(R)/iC is a Riemannian symmetric space - and a convenient 
arithmetic subgroup F C G(Q), one constructs an arithmetic manifold S = ^(r) = r\X. If 
// C G is a connected semisimple subgroup such that H{U.) fl X is maximal compact, then 
Y = iF(R)/iF(R) n X is a symmetric subspace of X. For each g G G(Q) one can construct an 
arithmetic manifold S{H,g) = {H{Q) G g~^rg)\Y and a natural immersion jg: S{H,g) S 
induced by the map H(A) —> G{A),h gh. Let us assume that G is anisotropic, which 
implies that S and S{H,g) are compact. Then, for each positive integer fc, the map jg induces 
a restriction map 

Rg : H^{S, C) ^ g),C). 

In this paper we focus on symmetric spaces associated to the unitary and orthogonal 
groups, namely 0(p, q) and I/(p, q), and give explicit criterions for the injectivity of the product 
of the maps Rg (for g running through G(Q)) when restricted to the strongly primitive (in 
the sense of Vogan and Zuckerman) part of the cohomology. We also give explicit criterions 
for the injectivity of the map 

dual to the restriction map Re. 

The results we obtain fit into a larger conjectural picture that we describe and which bare 
a strong analogy with the classical Lefschetz Theorems. This may sound quite surprising that 
such an analogy still exists in the case of the real arithmetic manifolds. 

We reduce the global problems mentioned above to local ones by using Theorems of Burger 
and Sarnak and isolations properties of cohomological representations in the automorphic dual. 
The methods used then are mainly representation-theoretic. 

We finally derive some applications concerning the non vanishing of some cohomology 
classes in arithmetic manifolds. 
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1 Introduction 

Rappelons que si M est une variete projective de dimension complexe n, 
I’etude des groupes de cohomologie complexes ^ H*{M) de degre * ^ n pent 
se reduire a I’etude des groupes de cohomologie d’une variete projective de 
dimension strictement plus petite. Plus precisemment, Lefschetz a demontre le 
celebre resultat suivant. 

Theoreme de Lefschetz Soil H un hyperplan generique de I’espace projectif 
ambiant. Alors, 

1. I’application naturelle de restriction 

H\M) W{Mr\H) 
est injective pour i < n — 1, et 

^Tous les groupes de cohomologie consideres dans cet article sont a coefficients complexes. 
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2. Vapplication naturelle “cup-produit avec [M OH]” 

H\Mr]H) 

est injective pour i < n — 2. 

Le but de cet article (qui est un prolongement de Q]) est de decrire un 
phenomene analogue au Theoreme de Lefschetz dans le monde automorphe et 
pour les groupes unitaires et orthogonaux {i.e. pour les varietes arithmetiques 
associees aux groupes U{p, q) ou 0(p, q)). 

Definitions des objets 

Dans tons le texte nous designerons par G un groupe algebrique reductif, 
connexe et anisotrope sur Q. Les adeles A de Q forment un anneau localement 
compact, dans lequel Q se plonge diagonalement comme un sous-anneau. On 
pent considerer le groupe G(A) des points adeliques de G, qui contient G(Q) 
comme sous-groupe discret. 

Nous supposerons, pour simplifier et toujours dans tout le texte, que le 
groupe reductif G est presque simple sur Q modulo son centre. Autrement dit, il 
n’a pas de sous-groupe distingue, non central et connexe defini sur Q. 11 decoule 
de cette hypothese que tous les facteurs simples de I’algebre de Lie complexe 
g de G (modulo son centre) sont isomorphes. Nous supposerons de plus que le 
groupe G(K) des points reels est le produit (avec intersection finie) d’un groupe 
compact et d’un groupe reel non compact qui est presque simple modulo son 
centre que Ton suppose compact. Nous notons ce dernier groupe G'^'’ (nc signifie 
ici non compact), et nous le supposerons generalement isomorphe soit au groupe 
U{p,q) soit au groupe 0{p,q). 

Un sous-groupe de congruence de G(Q) est un sous-groupe de la forme L = 
G(Q) n AT/, ou Kf est un sous-groupe compact ouvert du groupe G(A/) des 
points adMiques finis de G. Soient Xq = G(R)/Aroo I’espace symetrique associe 
au groupe G, ou AToo C G(K.) est un sous-groupe compact maximal, et da la 
dimension reelle de Xq- 

Dans cet article on etudie les quotients (compacts, puisque G est anisotrope 
^) r\AG, oil r C G(Q) est un sous-groupe de congruence; ces quotients s’i- 
dentifient aux composantes connexes de G{Q)\G{A)/KooKf = G(Q)\(Ag x 
G{Af))/Kf, ou Kf C G{Af) est un sous-groupe compact ouvert. Precisemment, 
designons par G/ I’adherence de G(Q) dans le groupe G(A/). Un sous-groupe 
de congruence P C G(Q) s’ecrit T = G(Q) n AT/ on Kf est I’adherence de L 
dans G/ et, 

r\AG = G(Q)\(Ag X Gf)/Kf. (1.1) 

Plus exactement, on s’interesse ici a la cohomologie (a coefficients complexes) 
H*{r\Xc) de ces quotients. 

Une fois donne deux sous-groupes de congruence P' C P C G(Q), on obtient 
un revetement fini 

P'\Xg ^ T\Xg 

qui induit un morphisme injectif 
_ I£^\Xg) ^ H*iT'\XG) 

^Sauf dans la derniere partie oil nous discuterons du cas isotrope. 
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en cohomologie. Les groupes de cohomologies H*{T\Xc) (ou H*{G{Q)\{Xg x 
Gf)/Kf)) forment done un systeme inductif indexe par les sous-groupes de 
congruence F C G'(Q) (ou par les sous-groupes compacts ouverts Kf C G/). En 
passant a la limite (inductive) on definit 

H*{Sh°G) = lim H*{T\Xg) = lim H*{G{Q)\{Xg x Gf)/Kf). (1.2) 

r Kf 

La notation ci-dessus provient de ce que lorsque I’espace Xg est hermitien, on 
appelle variete de Shimura I’espace topologique 

Sh°G = lim r\XG = G(Q)\(X x G/). (1.3) 

r 

Get espace est en tout cas toujours bien defini et est un espace topologique 
dont on pent considerer la cohomologie de Cech et il est de plus demontre 
dans que sa cohomologie coincide avec Pour ce qui nous concerne, il 
sera suffisant de considerer que H*{Sh^G) n’est qu’une notation pour la limite 
inductive 

L’application de restriction et son application duale 

Soit iJ C G un sous-groupe reductif connexe defini sur Q. On suppose que 

H{M.) n Koo est un sous-groupe compact maximal de H(U). (1-4) 

Alors la restriction a H de I’involution de Cartan 0 de G est une involution de 
Cartan de On a une decomposition correspondante 

(1.5) 


avec p// = p n (). 

Considerons maintenant F = G(Q) O AT/ un sous-groupe de congruence sans 
torsion de G(Q). Le quotient S'(F) = F\Ag est une variete compacte qui s’iden- 
tifie a S{Kf) = G(Q)\(A x Gf)/Kf. 

Soit Kj^ C H{Af) un sous-groupe compact ouvert. Si C Kf, il existe 
une application naturelle j : S{K^) S{Kf). Puisque F est sans torsion, 
I’application j est finie et non ramifiee. On rappelle le resultat suivant, du a 
Deligne [T^ . 

Lemme 1.1 Etant donne K^ C H{Af), il existe un sous-groupe compact ou¬ 
vert Kj C G{Af) avec K^ C Kj, tel que I’application naturelle j' : S{Kj) 
S{Kf) soit injective. 

En particulier, si I’on prend K^ = Kf n H{Af), on obtient une application 
naturelle finie j : S{Kj) S{Kf). Si I’on remplace Kf par un sous-groupe 
sufhsamment petit AT^, on obtient un diagramme 


S{Kf) 


3 


4 


S(K}) 

I 

S{Kf), 


( 1 . 6 ) 


ou TT est la projection naturelle de revetement et j' est injective. 

En passant a la limite (inductive) sur les Kf, les applications j induisent 
I’application de restriction 

resg : H*{Sh°G) H*{Sh°H). (1.7) 

Pour simplifier la lecture mous utiliserons la notation Sh°H C Sh°G pour 
resumer que H est un sous-groupe algebrique reductif,connexe, presque simple 
modulo son centre compact et verifiant la condition 

L’application duale a I’application de restriction induite par j 

H%S{Kf))^H%S{Kf)) 

induit, en passant a la limite (inductive) sur les Kf, I’application 
G 

/\: H*{Sh°H) ^ H*+^<^-‘^^{Sh°G) (1.8) 

H 

“cup-produit avec [Sh^H]” (duale a 11.711 1. 

Nous aurons besoin de considerer egalement une modification de I’application 
de restriction : I’application de restriction virtuelle. Expliquons sa construction. 
Soit g S G(Q). Fixons un compact ouvert de H{Af), et considerons I’ap- 
plication jg : Xh x Hf Xq x G/ donnee par jg{x, h) = {gx,gh). II est facile 
de verifier que jg induit une application injective H{Q)\{Xh x Hf)/K^ 
G(Q)\(Xo X Gf)/K^ . En supposant que = Kf n H{K) C Kf (ou Kf est 
un sous-groupe compact ouvert dans G{Af)), on obtient alors une application 
naturelle jg : S{K^) S{Kf), en utilisant les notations precedentes. Cette 
application est finie et non ramifiee. On pent egalement decrire jg comme I’ap- 
plication naturelle O g~^rg)\XH T\Xg- On obtient de cette maniere 

toute une famille, parametree par g G G(Q), de sous-varietes de r\XG - les 
images des applications jg. En cohomologie celles-ci induisent I’application de 
restriction virtuelle 


seG(Q) 

ou Snig) = n g~^Tg)\XH, et I’application de restriction est deduite 

de la famille d’applications {jg). En passant a la limite (inductive) sur les E, 
I’application de restriction virtuelle induit I’application de restriction virtuelle 
Res^ : 

Resg : H*{Sh°G) H*{Sh°H). (1.9) 

g&cm 

Une Conjecture tiree de [J Dans ^ nous avons enonce la conjecture suiv- 
ante et montre qu’elle pouvait etre deduite de conjectures classiques sur le spec¬ 
tre automorphe des groupes semi-simples (Conjectures d’Arthur). 

Conjecture 1.2 Supposons fixees des donnees ShPH C Sh^G avec 77"'’ = 
0(fc, 1) (resp. U{k, 1 )) et G"" = 0{n, 1) (resp. U{n,l)), oil n > k > I sont des 
entiers. Alors, 


5 


1. pour tout entier i < dn/^, I’application de restriction virtuelle 

Resg : H\Sh°G) -> H\Sh°H) 

g&G{Q) 

est injective ; 

2. pour tout entier i < dn — dcj^., I’application “cup-produit avec [Sh^H] ” 

G 

f\ ; H\Sh°H) 

H 


est injective. 

Concernant les resultats partiels inconditionnellement demontres nous ren- 
voyons le lecteur a ^ , remarquons neanmoins que dans le cas unitaire le point 
1. est un Theoreme de Venkataramana inn] 

Le lien entre la Conjecture 11.21 et le Theoreme de Lefschetz est partic- 
ulierement evident lorsque fc = n — 1, le but de cet article est d’explorer ces 
“proprietes de Lefschetz” en rang superieur. Dans ce cas la combinatoire est 
bien plus compliquee comme le montre deja |21 qui generalise le Theoreme de 
Venkataramana mentionne ci-dessus au cas = U{p, q). Mais d’un autre cote 
la “rigidite” du rang superieur (plus precisemment une generalisation de la pro- 
priete (T) de Kazhdan decouverte par Vogan) permet d’obtenir des resultats 
inconditionnels en petit degre. Le but de cet article est alors double. D’abord 
demontrer des proprietes de Lefschetz en petit degre puis degager des conjec¬ 
tures concernant les autres degres. 

Enonces des principaux resultats 

Concernant les groupes unitaires nos methodes nous permettrons de demontrer 
le theoreme suivant. 

Theoreme 1.3 Supposons fixees des donnees Sh^Hi C Sh^G (i = 1,2J avec 
= {7(p, q — 1), = U(p — 1, q) et G“ = U{p, q) avec p,q>2. Alors, 

1. pour tout entier k < p -|- q — 1, I’application de restriction virtuelle 

Resg^ X Resg^ : H’^{Sh^G) H'^{Sh°Hi) x H'^{Sh°H2) 

gGG(Q) gGG(Q) 


est injective ; 

2. pour tout entier k < q — p — 1 (resp. k<p — q—1^, I’application “cup- 
produit avec [Sh^Hi] (resp. [Sh°H 2 ])” 

G 

/\ : H'^iSh^Hi) H^+'^P{Sh°G) 

Hi 


G 

{resp. /\ : H‘^{Sh°H 2 ) H^+^i{Sh°G)) 

H2 


est injective. 
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De maniere plus surprenante un resultat analogue est egalement vrai pour 
les groupes orthogonaux. 

Theoreme 1.4 Supposons fixees des donnees Sh^Hi C Sh'^G (i = 1,2) avec 
= 0{p, q — 1), = 0{p — 1, q) et G™ = 0{p, q) avec p,q>3. Alors, 

1. pour tout entier k < p + q — 4, rapplication de restriction virtuelle 

Resg^ X Resg^ : H'^{Sh°G) H^{Sh°Hi) x Y[ H^{Sh°H2) 

seG(Q) seG(Q) 

est injective ; 

2. pour tout entier k<(q — p — 3)/2 (resp. k < (p — q — 3)/2^, Vapplica¬ 
tion “cup-produit avec [Sh^Hi] (resp. [Sh'^H 2 ])” 

G 

/\ : H^{Sh°Hi) H'^+P{Sh°G) 

Hi 

G 

{resp. /\ : H^{Sh°H 2 ) i7'=+«(S'/i°G)) 

H2 

est injective. 

Le cas des groupes 0(2, n) (n > 3) est legerement different nous obtenons le 
resultat suivant. 

Theoreme 1.5 Supposons fixees des donnees Sh^H C Sh^G avec = 

0(2, n — 1) et G^^ = 0(2, n) avec n > 3. Alors, 

1. pour tout entier k < n — 1, Vapplication de restriction virtuelle 

Resg : H^{Sh°G) -> H^{Sh°H) 

g&G{Q) 

est injective ; 

2. pour tout entier k < [^] — 2, I’application “cup-produit avec [Sh^H]” 

G 

/\ : H^{Sh°H) H^+‘^{Sh°G) 

H 


est injective. 

En prenant k = 0 dans le point 2. des Theoremes 11.41 et 11.51 on retrouve le 
resultat suivant du a Millson et Raghunathan m '• 

Corollaire 1.6 Supposons fixees les donnees ShfiH C ShfiG avec = 0{p, q— 
1) et G“ = 0{p, q) avec 1 < p < g. Alors, la classe fondamentale de Sh^H est 
non triviale dans HP{Sh^G). 

®Pour q petit le Corollaire ne decoule pas directement des Theoremes il faut travailler un 
petit peu plus, cf. §8.5. 
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Les Theoremes 11.41 et [T31 sont en particulier une vaste generalisation de ce 
Corollaire. Le point le plus surprenant est peut-etre que mises bout a bout 
les applications des points 1. et 2. impliquent une sorte de decomposition de 
Lefschetz dans un cadre reel. Les Theoremes Oet O permettent en tout 
cas de comprendre geometriquement la fagon dont certaines classes de coho- 
mologie apparaissent dans I’esprit du Corollaire ci-dessus. II n’est pas facile 
en general d’exhiber des classes de cohomologie non triviales dans les varietes 
arithmetiques associees aux groupes orthogonaux. Lorsque celles-ci proviennent 
de groupes orthogonaux sur des corps de nombres, le Corollaire ci-dessus per- 
met de telles constructions. C’est d’ailleurs historiquement le premier resultat 
concernant ce probleme. Lorsqu’elles proviennent d’autres constructions Raghu- 
nathan et Venkataramana ont remarques qu’il pouvait etre utile de les plonger 
dans des varietes arithmetiques associees aux groupes unitaires. Le theoreme 
suivant eclaire les relations entre leurs groupes de cohomologie. 

Theoreme 1.7 Supposons fixees les donnees ShPH C Sh'^G avec = 0{p, q), 
= U{p, q) et p,q> 3. Alors, 

1. pour tout entier k < p -|- q — 3, I’application de restriction virtuelle 

Res% : H'^’%sh°G) H'^{Sh°H) 

geG(Q) 


est injective ; 

2. si pq est pair, la classe de ShPH dans H'P‘>{ShPG) est non triviale. 

L’hypothese de parite de pq du point 2. est surement superflue mais nous 
ne savons pas comment s’en passer. La encore le cas ou p = 2 et g > 3 est 
legerement different, nous montrons le theoreme suivant. 

Theoreme 1.8 Supposons fixees les donnees Sh^H C Sh^G avec = 0(2, n), 
G“ = 17(2, n) etn>3. Alors, 

1. pour tout entier'k < [§], I’application de restriction virtuelle 
Res% : H^A(^sh°G) ^ H'^{Sh^H) 

seG(Q) 


est injective ; 

2. la classe de ShPH dans H'^'”'(Sh^G) est non triviale. 

En prenant k = p dans les Theoremes ITTIetlOl on obtient le corollaire 
interessant suivant 

Corollaire 1.9 Supposons fixees les donnees Sh^H C ShPG avec = 0{p, q), 
= U(p,q) et \ < p < q. Alors, I’application de restriction virtuelle 

Res% : HP’°{Sh°G) HP{Sh°H) 

S6G(Q) 


est injective. 

“^Pour q petit le Corollaire ne decoule pas directement du Theoreme il faut travailler un 
petit peu plus, cf. §8.2. 



De ce Corollaire et d’un Theoreme classique de Borel et Wallach [S] sur la 
cohomologie des varietes arithmetiques associees aux groupes unitaires, nous 
deduisons le Corollaire suivant. 

Corollaire 1.10 Soil G un groupe algebrique sur Q obtenu par restriction des 
scalaires d partir d’un groupe de type Dn, ^ et n > 2, et tel gue = 

0{p, q), avec 1 < p < q. Alors, 

HP{Sh°G) yd 0 . 

Ce resultat n’est nouveau que pour n = 3 et p > 1, les autres cas sont trades 
dans differents articles de Li m, Raghunathan et Venkataramana BH] et Li- 
Millson m La demonstration que I’on en donne ici permet de traiter tous ces 
cas de maniere uniforme, notons que ce Corollaire reste vrai si G est isotrope 
avec la meme demonstration (cf. §9.1). 

Nos laethodes s’appliquent egalement au produit dans la cohomologie. Dans 
[^, nous avons pu demontrer le Theoreme suivant. 

Theoreme 1.11 Supposons fixee une donnee Sh^G avec G“ = U{p,q). Soient 
a et P deux classes de cohomologie de degres respectifs k et I dans H*{Sh'^G) 
avec k + l<q + p — 1. II existe alors un element g G G(Q) tel que 

g{a) AP ^0. 

Les methodes (differentes) de cet article nous permettrons de demontrer (en 
rang superieur) le Theoreme analogue suivant pour les groupes orthogonaux. 

Theoreme 1.12 Supposons fixee une donnee Sh^G avec G"'^ = 0{p,q), avec 
p,q > 2. Soient a et P deux classes de cohomologie de degres respectifs k et I 
dans H*{Sh^G) avec k + l<q + p — 3. II existe alors un element g G G(Q) tel 
que 

g{a) AP 0. 

Concluons cette description des resultats en remarquant qu’en rang 1 la 
conjecture suivante decoule elle aussi des conjectures d’Arthur. 

Conjecture 1.13 Supposons fixee une donnee Sh^G avec G“ = 0(1, n). Soient 
a et P deux classes de cohomologie de degres respectifs k et I dans H*{Sh^G) 
avec k + 1 < n/2. II existe alors un element g G G(Q) tel que 

g{a) AP ^0. 

Remerciements Je tiens a remercier Patrick Delorme et Jacques Carmona 
qui m’ont signale une erreur dans une premiere version du texte. J’ai contourne 
le probleme pose par cette erreur a I’aide de la correspondance theta, cf. §5.1, 
I’approche suivit dans ce paragraphe est sous-jacente dans [231 j Michael Harris 
et Jian-Shu Li m’ont d’ailleurs informe qu’ils avaient eux aussi pense a cette 
methode apres I’ecriture de m Enfin, merci a Laurent Clozel, cet article s’in- 
scrit evidemment dans le prolongement de notre travail en commun |3]. 
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2 Representations cohomologiques 

Puisque G est anisotrope sur Q, un theoreme de Borel et Harish-Chandra 
[7| affirme que si T est un sous-groupe de congruence de G, la variete S'(r) est 
compacte. 

Dans cette section les facteurs compact de G(]R) ne nous interesserons pas, 
nous noterons go I’algebre de Lie de G"'^ et to I’algebre de Lie de K un sous- 
groupe compact maximal de G"'^. Soit go = ® Po la decomposition de Cartan 

associee. Si lo est une algebre de Lie, nous noterons I = [o(8)C sa complexification. 

Soit r un sous-groupe de congruence de G. Soit £^(5'(r)) I’espace des formes 
differentielles de degre k sur «S'(r). Puisque le fibre cotangent T*S{T) est iso- 
morphe au fibre r\G“ Xk P* ^ r\G^^/K = S'(r), qui est associe au if -fibre 
principal K r\G“ ^ r\G“/if et a la representation de K dans p*, on a : 

S'^iSir)) ~ (G°°(r\G“) (g)/\'=p*) ~ HomK(/\'=p,G°“(r\G“)) (fc G N).(2.1) 

Notons A le laplacien de Hodge-de Rham sur la variete riemannienne (lo- 
calement symetrique) S'(r) (ou la metrique est deduite de la forme de Killing 
sur go). L’espace des formes harmoniques de degre k est donne par 

7i'=(S'(r)) := {w G £'=(S'(r)) : Au; = 0}. 

La theorie de Hodge fournit un isomorphisme naturel 

H*{S{T)) 

Soit (tt, T4) un (g, if )-module irreductible. A I’aide de 12.111 on definit une ap¬ 
plication lineaire 

y f HomK(A*P,^)®Homj,K(7r,G-(r\G“)) ^ £*{S{T)), 

’^'1 tj} ip 1 -^ If o tp. \ ■ J 

Soit G“ I’ensemble des classes d’equivalence des (g, if )-modules irreductibles 
qui sont unitarisables. Rappelons qu’Harish-Chandra a demontre que G"'^ s’i- 
dentifie naturellement au dual unitaire de la composante connexe de I’identite 
G“ de G“. Soient [/(g) I’algebre enveloppante de I’algebre de Lie complexe g, 
Z{g) son centre et D G Z{g) le casimir definit par la forme de Killing sur go. On 
definit le sous-ensemble qG"'^ de G"'^ par 

oG“ := {tt G G“ : ^(O) = 0}, 

ou Ton a conserve la meme notation tt pour la representation de [/(g). 

L’action de G“ sur Xq induit la representation de [/(g) sur I’espace des 
formes differentielles sur Xq- En particulier, le casimir 0 (g Z{g) C [/(g)) agit 
sur £*{Xg) comme le laplacien de Hodge-de Rham, puisque la metrique rie¬ 
mannienne sur Xg est induite par la forme de Killing sur go. II decoule de tout 
ceci que 

Image(r^) C n*(S{r)) ~ H*{S{T)) (2.3) 

si et seulement si tt G qG"'^. On dit dans ce cas que le sous-espace de H*{S{T)) 
correspondant a I’image de est la TT-composante, et on ecrit H*{tt : P). 
Autrement dit, 

H^{-k : P) := Image(r„) n H^{S(T)) {k G N), (2.4) 


10 


via I’isomorphisme 12.at . 

Un resultat du a Gel’fand et Piatetski-Shapiro m affirme que la representation 
reguliere droite dans L^(r\G'“) admet une decomposition en somme directe de 
Hilbert discrete 

L2(r\G^-) ~ ^ ®HomG(7r, L"(r\G^=)) 0 ^ ^ 

oil TT parcourt cette fois le dual unitaire de G“ et la multiplicite 
nr(7r) := dimcHomG(7r, L^(r\G“)) < oo. 

Alors la formule de Matsushima est resumee dans le lemme suivant. 

Lemme 2.1 (m, uni) Sous les notations precedentes. On a 

H*in:r):^nrH*{g,K;TT), (2.5) 

H*{S{T)) = 0 H*iTr : P). (2.6) 

itGoG”' 


En passant a la limite (inductive) sur les sous-groupes de congruence P C G, 
nous parlerons de 7r-composante de la cohomologie H*{Sh°G) de la variete de 
Shimura Sh°G, ce que nous noterons H*{tt : Sh°G). La decomposition (12.6t se 
traduit alors en 


H*{Sh°G) = 0 H*{7t : Sh°G). (2.7) 

irGoG“ 


D’apres Parthasarathy EH, Kumaresan m et Vogan-Zuckerman m, les 
(g, Ar)-modules unitarisables ayant des groupes de (g, Ar)-cohomologie non triv- 
iaux peuvent etre decrit comme suit. Notons to =Lie(T) une sous-algebre de Car- 
tan de to- On considere les sous-algebres paraboliques 0-stable q C g : q = [0u 
EH, oil I est le centralisateur d’un element X S ito et u est le sous-espace en- 
gendre par les racines positives de X dans g. Alors q est stable sous 9; on en 
deduit une decomposition u = (u lb t) 0 (u lb p). Soit R = dim(u IH p). 

Associe a q, se trouve un (g, Ar)-module irreductible bien defini Aq caracterise 
par les proprietes suivantes. Supposons effectue un choix de racines positives 
pour (t, t) de fagon compatible avec u. Soit e(q) un generateur de la droite 
/\^(u lb p). Alors e(q) est le vecteur de plus haut poids d’une representation 
irreductible E(q) de K contenue dans A^P J dont le plus haut poids est done 
necessairement 2p(u(np). La classe d’equivalence du (g, A')-module Aq est alors 
uniquement caracterisee par les deux proprietes suivantes. 

Aq est unitarisable avec le meme caractere infinitesimal que la , . 

representation triviale ' ’ 

Hom^G(y(q),Aq)^0. (2.9) 

Remarquons que la classe du module Aq ne depend alors en fait que de I’in- 
tersection u lb p, autrement dit deux sous-algebres paraboliques q = 1 0 u et 
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q' = I' 0 u' verifiant u n p = u' n p donnent lieu a une meme classe de module 
cohomologique. 

De plus, D(q) intervient avec multiplicie 1 dans Aq et A^(p)) 

K,A,)^ RomLnK{/\ *”^(1 n p), C). (2.10) 

Ici L est un sous-groupe de K d’algebre de Lie [. 

Si r est un sous-groupe de congruence de G, la Aq-composante H^{A^ : L) 
de H^{S{T)) sera dite fortement primitive. D’apres ce que nous avons rappele 
ci-dessus la Aq-composante fortement primitive est done la somme sur une base 
{(f} de Homg^/f(ylq,G°°(r\GQ'^)) des formes differentielles uj^p definies par 

ujp,{g.X) = tp{uj{\)){g) (A e /y ^p, g G G“), 

ou u! : A^P Alq est une if-application non nulle (uniquement definie a un 
scalaire pres) qui factorise necessairement via la composante isotypique fo(q). De 
meme nous parlerons de iL^(Aq : Sh^G) comme de la A^-composante fortement 
primitive, et notons la composante fortement primitive de la 

cohomologie. 


2.1 Le cas des groupes unitaires 

Dans ce paragraphe G"'^ = U(p,q), on p et q sont des entiers strictement 
positifs avec p < g. Le rang reel de G est done p. On a 


G“ = g = 


A B 
C D 






0 


0 


9 = 


_ I Ip 0 


0 


( 2 . 11 ) 


oil d G Mpxp(C), B G Mpxq{C), G G Mqxp(C) et D G Mqxq(C). Soit 


r 

(^ 

0 \ 

1^ = 

(o 



G G“ : d G U{j>), D G U{q) \ . 


Le complexifie Kc de K est le groupe 


r 


0 A 


[o 



&GT ■ A& GL^, D G GL, 


L’involution de Cartan 9 est donnee par x —*x. Soit 


T = Ig&Kc : g = 


A 0 
0 D 


avec A, D matrices diagonales j 


Rappelons que la multiplication par i = 'f—1 induit une decomposition 

p = p+ 0p”. 

Nous notons (a;i,..., Xp] yi,..., pq) les elements de T ou de son algebre de 
Lie. L’algebre de Lie g est bien evidemment M(p_|_q)x(p+ 9 )(C), et Ton voit ses 
elements sous forme de blocs comme dans (ITTTll . On a alors, 

P^ = { ( Q avec B G Mpxq(C)| 
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et 

P" = {( ^ 0 ) avecCGM,xp(C)|. 

Soit E = CP (resp. F = C*^) la representation standard de U{p) (resp. U{q)). 
Alors, comme representation de Kc, = E C> F*. 

Soient (ei,..., ep) et (/i,..., fq) les bases canoniques respectives de E et F. 
Choisissons comme sous-algebre de Borel bx dans ? I’algebre des matrices dans 
qui sont triangulaires superieures sur E et triangulaires inferieures sur F par 
rapport a ces bases. Alors I’ensemble des racines simples compactes positives 

$(bif, t) = {xi- Xj : l<i<j<p}U{yj-y^ : 1 <i < j < q}. (2.12) 

Les racines de T apparaissant dans p^ sont les formes lineaires Xi — yj avec 
1 < i < p et 1 < j < g. 

Modules cohomologiques et diagrammes de Young 

Nous avons vu comment associer une sous-algebre parabolique 0-stable q a 
un element X = (a;i,..., Xp] j/i,..., yq) G ito (les Xi, yj sont done tous reels). 
Rappelons le choix fixe de racines simples compactes positives. Apres 

conjugaison par un element de AT, on pent supposer, et nous le supposerons 
effectivement par la suite, que X est dominant par rapport a <i)(bic,t), i.e. que 
Q!(A) > 0 pour tout a G d)(bic, t); il satisfait alors aux inegalites 

xi > ... > Xp et yq > ■ ■ ■ > yi- 

Nous allons maintenant associer a A un couple de partitions. Rappelons 
qu’une partition est une suite decroissante A d’entiers naturels Ai > ... > A/ > 0. 
Les entiers Ai,..., A; sont des parts. La longueur l{\) designe le nombre de parts 
non nulles, et le poids |A|, la somme des parts. On se soucie peu, d’ordinaire, 
des parts nulles : on se permet en particulier, le cas echeant, d’en rajouter ou 
d’en oter 

Le diagramme de Young de A, que Ton notera egalement A, s’obtient en 
superposant, de haut en bas, des lignes dont I’extremite gauche est sur une meme 
colonne, et de longueurs donnees par les parts de A. Par symetrie diagonale, on 
obtient le diagramme de Young de la partition conjuguee, que I’on notera A*. 

Le diagramme de Young de la partition A = (5,3, 3,2) et de sa conjugue sont 
done : 


et 


A 


Soient A et /i deux partitions telles que le diagramme de p contienne A, ce 
que nous noterons X C p. Notons p/X\e complementaire du diagramme de A 
dans celui de p : e’est une partition gauche son diagramme est un diagramme 
gauche. Dans la pratique les partitions A que nous rencontrerons seront incluses 
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dans la partition rectangulaire p x q = {q,...,q) = {q^), le diagramme gauche 

p fois 

pxq/X est alors le diagramme de Young d’une partition auquel on a applique une 
rotation d’angle tt ; nous noterons A cette partition, la partition complementaire 
de A dans p x q. Par exemple, la partition A = (5,3,3, 2) est incluse dans le 
rectangle 5 x 5, et dans ce rectangle, A = (5,3, 2, 2). 

Nous associons maintenant a notre element X G itp un couple (A, p) de 
partitions comme suit. 

- La partition X C p x q est associee au sous-diagramme de Young de p x q 
constitue des cases de coordonnees {i,j) telles que Xi > yj. 

- La partition p C p x q est associee au sous-diagramme de Young de p x q 
constitue des cases de coordonnees {i,j) telles que Xi > yj. 

Le lemme suivant est absolument immediat. 

Lemme 2.2 Le couple de partitions (A, p) associe a un element X G Hq verifie : 

1. la suite d’inclusion X C p C p x q, et 

2. que le diagramme gauche p/X est une reunion de diagrammes rectangu- 
laires pt x qi, i = 1,... ,m ne s’intersectant qu’en des sommets. 

Reciproquement, etant donne un couple de partitions (A, p) verifiant 1 et 2, 
on peut toujours trouver un element X G Oq tel que (A, p) soit le couple de 
partitions associe a X. 

Nous dirons d’un couple de partitions (A, p) qu’il est compatible (ou com¬ 
patible dans p X q en cas d’ambiguite) s’il verifie les points 1 et 2 du Lemme 

o 

Remarquons maintenant que si X et X' sont deux elements de ito de meme 
couple de partitions associe {X,p) et de sous-algebres paraboliques associees 
respectives q et q' alors q n u = q' n uA On deduit done de la remarque suivant 
la definition des modules Aq et du Lemme E21 que chaque couple compatible 
de partitions {X, p) definit sans ambiguite une classe d’equivalence de (g,Rr)- 
modules que nous notons Al(A, p). Nous nous autoriserons a parler de “la” sous- 
algebre parabolique q(A, p) = l(A, /i) 0u(A, p) de (g, iL)-module associe A(A, p), 
I’important pour nous est qu’une telle sous-algebre existe (d’apres le Lemme 
lO) . Nous supposerons de plus, ce que I’on peut toujours faire, que le groupe 
L{X,p) associe a la sous-algebre de Levi i{X,p) n’a pas de facteurs compacts 
non abelien. II est alors facile de voir que 

m 

L(A, p)/{L{X, p)nK) = Y[ U{p,, q^)/U{pi) X U{q,). (2.13) 

i=l 

Les resultats de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zuckerman mentionnes 
plus haut affirment alors que 

Gyz := {A{X,p) : {X,p) est un couple compatible de partitions}(c oG“ C G“) 

est I’ensemble des (g, itr)-modules ayant des groupes de (g, iG)-cohomologie non 
nuls. 

Comme representation de P'^ = E'S)F* et p — (i?(g)F*) 0 (G(g)F*)*. II est 

bien connu (cf. |1H|1 qu’a chaque partition A, il correspond une representation 
irreductible de GL{E). 
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Considerons la representation de Kc 


V{X) := (2.14) 

C’est une sous-representation irreductible de {E (g) F *); son vecteur de plus 
haut poids est 

P Ai 

^(A) := A A ® /i (2.15) 

i=li=l 

et son vecteur de plus bas poids est 

P Ai 

«^(A) := A A ep-*+i ® /,%+!■ ( 2 - 16 ) 

i=l j=l 

On pent montrer, cf. Hi, que la representation 

/\p+ = /\iE(^F*)= 0 1^(A), (2.17) 

ACpXq 

ou chaque sous-espace irreductible 14(A) apparait avec multiplicite 1. 

Soit maintenant (A, p.) un couple compatible de partitions. Le vecteur 

t>(A) o e A (^ (^ ® = A ( 2 - 18 ) 

est un vecteur de plus haut poids 2p(u(A, ^)np) et engendre done sous Taction de 
Kc un sous-module irreductible que Ton note V (A, /i). Ce module est isomorphe 
a 14(q(A, fj,)) et apparait avec multiplicite exactement 1 dans p (cf. [Si). 

Soit (A, ^) un couple compatible de partitions. Nous noterons H^’^^{Sh°G) = 
i7lA|+l^l (A(A, fj,) : Sh^G) la ^(A, /x)-composante fortement primitive de la coho- 
mologie de Sh^G. 


Cohomologie holomorphe Rappelons que le sous-espace H^’^^{Sh'^G) ap¬ 
parait dans la cohomologie holomorphe si et seulement si ^ = px q. La partition 
A est alors naturellement parametree par un couple d’entier (r, s) avec 0 < r < p 
et 0 < s < q tels que 

A = 

r fois p—r fois 

de diagramme de Young : 



s cases 


r cases 


(Ici p = 4 et g = 5.) 

Dans ce cas le sous-espace H^’^^{Sh°G) apparait dans la cohomologie holo¬ 
morphe de degre |A| = rq + s(j> — r) (remarquons que \fl\ = 0), nous le noterons 
pour simplifier H^{Sh°G). 
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2.2 Le cas des groupes orthogonaux 

Dans ce paragraphs = 0{p,q) et G“ = SO{p,q)o, ou p et q sont des 
entiers strictement positifs. Le rang reel de G est done min(p, q). On a 


fjne 



A B 
C D 



(2.19) 


on d e Mpxp(R), B G Mpxq(K), C G Mgxp(R) et D G Mqxq{R.). Soit 
^={^=(0 Ji)eG“:dG 0{p),D G 0((?)| , 

et Kq = SO{p) X SO{q) la composante connexe de I’identite dans K. L’involution 
de Cartan 9 est donnee par x ^ —*x. On a alors, 

P = {( Js 0 ) ^ i?GMpx,(C)|. 

Soit E = GP (resp. F = C^) la representation standard de 0(p, C) (resp. 
0(g,C)). Alors, comme representation de ATc, p = E ® F*. 

Notons r = [|] et s = [|]. Soit ito la sous-algebre de t constituee des 
elements 

I 0 ixi ^ 

—ixi 0 

0 ix2 
—ix2 0 


0 ips-i 
-ips-i 0 

0 ips 

\ -iPs 0 / 

on xi,..., Xr et t/i,..., j/s sont reels. L’algebre to est une sous-algebre de Cartan 
de to- Nous noterons (xi, ..., j/i, ..., Ps) les elements de t. 

Distinguons trois cas. 

p=2r et q=2s Dans ces coordonnees les systemes de racines de £ et p sont 
representes par 

A(t, t) = {±(xi ±Xj) : l<i<j<r}U {±{pi ±Pj) : 1 < i < j < s}, (2.20) 


= {Mxi±Pj) ■ l<i<r, l<j<s}. (2.21) 

Soit j un entier G [1, r], nous notons ej (resp. Cj) le vecteur de 
(...,1,-t,...) (resp. (..., 1 , 1 ,...)) 


16 



dont toutes les coordonnees sont nulles sauf cedes correspondant a la j-eme 
paire d’indices. De meme si j est un entier G [1, s], nous notons fj (resp. fj) le 
vecteur de 

...) (resp. (..., 1,1 ,...)) 
j j 

dont toutes les coordonnees sont nulles sauf cedes correspondant a la j-eme paire 
d’indices. 

Les systemes (ei, ei,..., 6^,6^) et (/i, /i, ■ ■ ■ ,fs, fs) sont des bases de E et 
F respectivement. L’action adjointe d’un element (a;i,..., Xr', yi,..., ys) G t sur 
p = E F* est diagonalisee par les vecteurs 

- Gi (S> fj de valeur propre associee Xi — yj ; 

- Gi® fj de valeur propre associee Xi + yj ; 

- Gi® fj de valeur propre associee —Xi — yj ; 

- Gi® fj de valeur propre associee —Xi + yj. 

Ici rentier i parcourt [l,r] et I’entier j parcourt [l,s]. 

Pour la suite, nous fixons un systeme positif de A(l, t) comme suit : 

A“*"(6, t) = {xi Exj : 1 < i < J < r} U {yj Eyt : 1 < t < j < s}. (2.22) 

p=2r et q=2s+l Les systemes de racines de t et p sont alors representes par 

A(t, t)= {±{xi±Xj) : l<i<j<r} 

U{±(j/*±yi) : 1 < * < J < s} U {±y* : 1 < t < s}, 

1) = {E{xi ±yj) : l<i<r, l<j<s} 

U{±a;i : 1 < z < r}. 

Nous conservons les notations du paragraphe precedent et notons fs+i le 
vecteur (0,..., 0,1) G C«. Les systemes (ei, ei,..., Gr,Gr) et (/i, /i,..., fs, fs, fs+i) 
sont alors des bases de E et F respectivement. L’action adjointe d’un element 
{xi,... ,Xr',yi, ■ ■ ■, ys) G t sur p = E ® F* est diagonalisee par les vecteurs 
Gi ® fj , Gi ® fj, e-i ® fj et Ci ® fj comme au paragraphe precedent ainsi que 
par les vecteurs e* ® ffj_i et ® ff^i (1 < i < r) de valeur propres associees 
respectives Xi et —Xi. 

Pour la suite, nous fixons un systeme positif de A(t, t) comme suit : 

{xi±Xj : I < i < j < r}U {yj ±yt : 1 < i < j < s} . . 

U{j/. : l<z<s}- ^ ’ 


(2.23) 

(2.24) 


p=2r+l et q=2s+l Les systemes de racines de t et p sont alors representes 
par 


A(l, t)= {±{xi±Xj) : I < i < j < r} U {±Xi : 1 < i < r} zo 2fil 

U{±(j/i±J/j) : 1 < z < j < s} U {±j/i : 1 < z < s}, ^ 


^(P) 1) = {E{xi ±yj) : 1 < z < r, 1 < j < s} 

®{Exi : 1 < z < r} U {Eyj : 1 < j < s} U {0}. 
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Nous conservons les notations des paragraphes precedents et notons Cr+i le 
vecteur (0,..., 0,1) G C^. Les systemes (ei, ei,..., e^, e^, e^+i) et (/i, /i,..., fs, f^, fs+i) 
sont alors des bases de i? et F respectivement. L’action adjointe d’un element 
{xi,.. . ,Xr]yi, ■ ■ ■ ,ys) G t sur p = E®F* est diagonalisee par les vecteurs 
Ci 0 fj, Si (8) fj, et 0 fj, Ci 0 et Cj 0 comme au paragraphe precedent 

ainsi que par les vecteurs e^+i (S) /*, e^+i (S) fj (1 < j < s) et e^+i <8 fs+i de 
valeur propres associees respectives —yj, yj et 0. 

Pour la suite, nous fixons un systeme positif de A(t,t) comme suit : 


A+(£, t) = {xi ±Xj : 1 < i < j < r} U {xi : 1 < * < r} 
\j{yj ±yi : 1 < i < j < s} U : 1 < i < s}. 


(2.28) 


Modules cohomologiques 

Nous avons vu comment associer une sous-algebre parabolique 0-stable q a un 
element X = {xi,... ,Xr\yi, ■■■ ,ys) & iU) (les Xi, yj sont done tons reels). Apres 
conjugaison par un element de Fq, on pent supposer, et nous le supposerons 
effectivement par la suite, que X est dominant par rapport au choix 
(12.2511 ou (12.2811 de A+(t,t), i.e. que a{X) > 0 pour tout a G A+(J,t). Alors X 
satisfait alors aux inegalites 

Xi> .. .> Xr-l > \Xr\ >0 et Z/s > • ■ • > 2/2 > |yi| > 0. 

(Lorsquep est impair (resp. q est impair) on peut de plus supposer Xr > 0 (resp. 
2/1 > 0).) 

Dans la suite nous notons 

zi,...,Zp (resp. wi,...,Wq) 

les reels Xi, —Xi et 0 (resp. yj, —yj et 0) ranges par ordre decroissant (resp. 
croissant). 

Nous associons alors a notre element X G Hq la partition X C p x q dont le 
sous-diagramme de Young est constitue des cases de coordonnees (i,j) telles que 
Zi > Wj. II est facile de verifier que le couple de partitions (A, A) est compatible. 

Nous dirons d’une partition A telle que le couple (A, A) est compatible qu’elle 
est orthogonale. Le diagramme gauche A/A est alors reunion de diagrammes 
rectangulaires et est invariant par symetrie centrale. Lorsque A/A est constitue 
d’un nombre impair de diagrammes rectangulaires nous dirons que la partition 
orthogonale A est impaire (et qu’elle est paire dans le cas contraire). 

Comme dans le cas unitaire la donnee d’une partition orthogonale impaire 
A definit sans ambiguite une classe d’equivalence de (g, Ar)-modules que nous 
notons A(A). Le (g, Ar)-module est cohomologique de degre primitif R = |A|. 
Nous notons q(A) = 1(A) 0 u(A) “la” sous-algebre parabolique correspondante 
(en supposant toujours que [(A) n’a pas de facteur compact non abelien). 

Ecrivons le diagramme gauche A/A comme reunion de diagrammes rectan¬ 
gulaires : (oi X &i) * ... * {am X bm) * {pa x qa) * {am x bm) * . ■ ■ * {ai x bi). Soit 
L{X) le sous-groupe de G associe a la sous-algebre de Levi [(A). II est alors facile 
de verifier que 


L{X)/{L{X)nK) 

= {O{po,qo)/O{po) X O{qo)) X n™i U{ai,bi)/U{ai) x U{bi), 


(2.29) 
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ou le plongement du groupe O(j)o, go) x YliLi U{ai, bi) dans 0(p, g) est (a con- 
jugaison dans 0(p, g) pres) induit par le plongement (an niveau des groupes 
unitaires) 

U{po,qo) X C/(ai,6i) X ... X C7(a 771; ^771 ) ^ U{p, q) 

( 50,51 ; ■ ■ ■ ; Qm ) ^ (5o,5i,5i , • ■ ■ , 5in, 9m)- 

Comme representation de {Ko)c, p = E F*. Soient 

(£ 1 , . . . , Ep) = (ei, 62 ,., 62 , Cl) 


et 

(ll ,---,Tg) (/s,/*s— 1 ,. 1 fs—1: fs) 

les bases respectives de i? et F obtenues en reordonnant respectivement les 
vecteurs 6^, ^ et les vecteurs fj, fj de telle maniere que Si 0 7| soit un vecteur 
propre pour I’action adjointe de X sur p de valeur propre zi — Wj. 

En supposant toujours que la partition orthogonale A est impaire, le vecteur 

P Aj 

^'(A) ■■= /\/\ Si (E> 7 * (2.30) 

appartient a /\^ p et est un vecteur de plus haut poids 2p(u(A)np) pour Taction 
de (Fo)c- II engendre done sous Taction de (Fo)c un sous-module irreductible 
E(A) qui est le plus bas FT-type de A(A). 

Lorsque la partition A est paire la situation est un petit peu plus compliquee 
car le diagramme A peut provenir d’un element X avec Xr ou yi non nul. Nous 
distinguons alors encore une fois trois cas. 

p=2r et q=2s Soit X C p x q une partition orthogonale paire. Nous distin¬ 
guons alors trois cas. 

1. At- > Ar+i et AJ = A*_|_i : On associe a A deux classes d’equivalence de 
(g, Fr)-modules que nous notons Al(A)+ et A(A)_. Chacun de ces {q,K)- 
modules est cohomologique de degre primitif R= |A|. Nous notons q(A)± = 
[(A)±0u(A)± “la” sous-algebre parabolique correspondante (en supposant 
toujours que t(A)± n’a pas de facteur compact abelien). L’espace symetrique 
associe au groupe L{X)± est alors de la forme 112.2911 comme ci-dessus avec 
Po = qo = 0. 

2. Ar = Ar+i et A* > A*_|_i : On associe a A deux classes d’equivalence de 
(g, Fr)-modules que nous notons ^(A)+ et A(A)“. Chacun de ces (g,Fr)- 
modules est cohomologique de degre primitif R= |A|. Nous notons q(A)^ = 
[(A)^©u(A)^ “la” sous-algebre parabolique correspondante (en supposant 
toujours que l(A)^ n’a pas de facteur compact abelien). L’espace symetrique 
associe au groupe L(A)^ est alors de la forme 112.2911 comme ci-dessus avec 
Po = qo = 0. 

3. Ar- > Ar+i et A* > A*_|_i : On associe a A quatres classes d’equivalence 
de (g, F')-modules que nous notons A(A)^, A(A)1|1, ^(A)t et A(A)I. Cha¬ 
cun de ces (g, FTj-modules est cohomologique de degre primitif R = |A|. 
Nous notons q(A)^J = [(A)^J©u(A)^J “la” sous-algebre parabolique corre¬ 
spondante (en supposant toujours que [(A)^J n’a pas de facteur compact 
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abelien). L’espace symetrique associe au groupe est alors de la 

forme comme ci-dessus avec po = 9o = 0- 

D’apres Vogan et Zuckerman [Ml, I’ensemble 


[aW±1 

u|^(A)± 

u|ai(a)± 


X C p X q orthogonale et paire 
Ar > Xr+i et A* > AJ+i 
X C p X q orthogonale et paire 
Ar > Ar+i et A* = A*_,_i 
X C p X q orthogonale et paire 
Xr = At-- 1-1 et Ag > Ag_j_ 2 ^ 


U{A(A) : X C p X q orthogonale et impaire} 


et ±i ,±2 deux signes 


, et ± un signe 
, et ± un signe 


exhauste I’ensemble des (g, itr)-modules cohomologiques. 

Faisons agir le signe + trivialement sur E et F et le signe — sur E (resp. F) 
par I’application lineaire qui fixe chacun des vecteurs Ci, Ci (resp. fj, fj) pour 
i = 1,..., r — 1 (resp. j = 2,..., s) et qui echange les vecteurs et Cr (resp. /i 
et /i) si (et seulement si) A^ > A^-i-i (resp. A* > AJ-|-i). Nous notons de plus 
I’action de ± sur un vecteur i; de i? ou de F. 

Si A est une partition orthogonale paire, le vecteur 

P Ai 

vwii--= f\ (2-31) 

i=ij=i 

appartient a A^P- Et, 

- si Ar > Ar-i-i et A* = A*_|_]^, v{X)± est un vecteur de plus haut poids 
2p(u(A)± n p) pour Taction de (iTo)c- H engendre done sous Taction de 
{Ko)c un sous-module irreductible F(A)± qui est le plus bas K-type de 
^(A)± ; 

- si Ar = Ar.- 1 -i et A* > AJ-|-i, u(A)^ est un vecteur de plus haut poids 
2p(u(A)^ n p) pour Taction de (iTo)c- H engendre done sous Taction de 
(iTo)c un sous-module irreductible F(A)^ qui est le plus bas iT-type de 
A(A)± ; 

- si Ar > At-- 1-1 et A* > A*-|-i, u(A)j_^ est un vecteur de plus haut poids 
2p(u(A)±^ n p) pour Taction de (iTo)c- H engendre done sous Taction de 
(iTo)c un sous-module irreductible F(A)^J qui est le plus bas iT-type de 

ai(a)Ia 


p=2r et q=2s-|-l Soit X C pxq une partition orthogonale paire. On associe a 
A deux classes d’equivalence de (g, iT)-modules que nous notons ^(A)+ et ^(A)_. 
Chacun de ces (g, iT)-modules est cohomologique de degre primitif R= | A|. Nous 
notons q(A)± = [(A)± 0 u(A)± “la” sous-algebre parabolique correspondante 
(en supposant toujours que [(A)± n’a pas de facteur compact abelien). L’espace 
symetrique associe au groupe L{X)± est alors de la forme 112.2911 comme ci-dessus 
avec po = qo = 0. 

D’apres Vogan et Zuckerman [Ml, Tensemble 

{A(A)± : X C px q orthogonale et paire et ± un signe} 

U {^(A) : X C p X q orthogonale et impaire} 

exhauste Tensemble des (g, iT)-modules cohomologiques. 
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Si A est une partition orthogonale paire, le vecteur 

P Ai 

v{X)± := A A ® (2.32) 

i=ii=i 

appartient a /\^ p et est un vecteur de plus haut poids 2p(u(A)± np) pour Taction 
de {Ko)c- II engendre done sous Taction de {Ko)c un sous-module irreductible 
qui est le plus bas if-type de A(A)±. 

p= 2 r-|-l et q= 2 s-|-l Alors toute partition orthogonale dans p x g est impaire. 
D’apres Vogan et Zuckerman Tensemble 

{A(A) : X C p X q orthogonale} 
exhauste Tensemble des (g, if )-modules cohomologiques. 

A toute partition A de longueur Z(A) < p, nous associons la representation 
irreductible du groupe 0(p, C) obtenue par la construction de Weyl (voir par 
exemple EOl) a partir de la partition (Ai — Ap,..., A[p/ 2 ] — Ap_[p/ 2 ]+i). Rappelons 
alors que 

- si p impair = 2r -T 1, la restriction Fa de la representation Fa au groupe 
SO{p, C) est irreductible de plus haut poids (Ai — Ap ,... ,Xr — Ar+ 2 ); 

- si p est pair = 2 r et A^ = Ar+i, la restriction Fa de la representation Fa au 

groupe SO(jp, C) est irreductible de plus haut poids (Ai — Ap,..., A^-i — 
Ar+ 2 )) _ 

- si p est pair = 2 r et A^ > A^+i, la restriction de la representation Fa 
au groupe SO{p, C) est la somme de deux representations irreductibles 
F^ et F)( de plus haut poids respectifs (Ai — Ap,..., Ar — Ar+i) et (Ai — 
Ap, ■ ■ . , A 7 .+ 1 Xr'}- 

Soit maintenant X G p x q une partition orthogonale. 

- Si A est impaire, la representation V{X) de Kq s’identifie a Fa < 8 ) F^,. 

- Si A est paire, p = 2r, q = 2s, Xr > A^+i et A* > A*^^ > chaque representation 
F(A)±( de ifo s’identifie a F^^ 0 (fJ.^)*. 

- Si A est paire, p = 2r, q = 2s, Xr > A^+i et A* = A*^^ > chaque representation 
R(A)± de ifo s’identifie a F)^’ (8 F^,. 

- Si A est paire, p = 2r, q = 2s, Xr = A^+i et A* > A*^^ j chaque representation 
F(A)^ de Kq s’identifie a Fa (8 (F^. )*. 

- Si A est paire, p = 2r et g = 2s -T 1, chaque representation If(A)± de Kq 
s’identifie a F^ (8 F^.. 

On dit d’une partition paire X C p x q qu’elle est de type 1 (resp. type 2\ 
type 3) si p = 2r, q = 2s, Xr > A^+i et A* = AJ^^ ou p = 2r et g = 2s -T 1 (resp. 
p = 2r, q = 2s, Xr = A^+i et A* > A*^i ou p = 2r -T 1 et g = 2s; p = 2r, g = 2s, 
Ar > Xr+i et A* > AJ+i). 

Soit A C p X g une partition orthogonale. Nous notons ii^(5'/i°G)^( = 
(A(A)^’^ : Sh^G) ^ la A(A)^’^-composante fortement primitive de la coho- 
mologie de Sh°G. 

^Suivant la parite et le type 1, 2 ou 3 de A les signes ±i et ±2 peuvent etre sans signification 
auquel cas nous les ignorons. 


21 



D’apres Harish-Chandra les modules correspondent a des representations 

unitaire du groupe connexe = SOo{p,q), nous aurons besoin d’etendre 
celles-ci a des representations du groupe non connexe G“ = 0{p,q). Remar- 
quons tout d’abord qu’il correspond a chaque representation la representation 
Fa du groupe compact non connexe 0{p). A toute partition orthogonale X C pxq 
il correspond done la representation irreductible R(A) = Fa 0 du groupe 
K. II existe alors une unique representation unitaire irreductible du groupe 
G“ = 0{p,q) de plus bas iF-type Fa <8) Fa*. Nous notons cette representation 
:4(A). 


2.3 Restriction entre ii'-types 

Dans ce paragraphe nous rassemblons divers resultats concernant la restric¬ 
tion des plus bas iF-types des modules cohomologiques construits aux para- 
graphes precedents. Dans la suite nous aurons a considerer a la fois le cas du 
groupe U{p, q) et du groupe 0(p, q). Pour distinguer ces deux cas nous utiliserons 
les notations evidentes Ku, pu, p^, Vu{X), Vu{X,p)... lorsque nous parlerons 
du cas du groupe C/(p, q) et nous conserverons les notations du §1.2 lorsque nous 
parlerons du groupe 0{p, q). 

Lemme 2.3 Soient (A, p) un couple compatible de partitions dans pxq et r un 
entier < p < q. On plonge GLg-r dans GLg par 




A 0 A 

0 Ir )' 


Supposons que la partition (r^) s’inscrive ® dans le diagramme gauche p/X, i.e. 
que la partition p — (r^) contienne X. Alors, le {GLp x GLq)-module Vu{X,p) 
vu comme {GLp x GLq-r)-module contient le module Vu{X,p— (r^)) avec mul- 
tiplicite 1. 

Demonstration. On pent facilement translate v{X) 0 w{p)* par 1 x GLg de 
maniere a obtenir un vecteur de plus haut poids pour GLp x GLg-r qui engendre 
Vu{X,p — (r^)). Enfin, on constate que la multiplicite est triviale en projetant 
sur Vu{X). □ 


Remarque. II decoule de plus de la demonstration de |21 Theoreme 31] que si 
Vc/(a, /?), avec a, /? partitions danspx (q—r), est un sous-(GLpX GLq_,.)-module 
de Vu{X, p) avec jaj + \(}\ = | A| -I- \p\ alors a = X et $ = p. La partition (r^) doit 
done s’inscrire dans le diagramme gauche p/X et Vu{a,(d) = Vu{X,p — {r^)). 


Par dualite (pour la forme de Killing) I’inclusion p ^ p[/ induit I’application 
pc/ P que nous dirons “de restriction”. Cette derniere application induit 

Apc/^AP- (2.33) 

Lemme 2.4 Si X est une partition orthogonale dans pxq, alors I’image de 
V; 7 (A) dans /\ p par I’application de restriction l2.dtA) est non triviale et contient 
avec multiplicite 1 le K-module IF(A). 

®Cf. 121 pour une definition generale. 
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Demonstration. II est demontre dans [3S| (cf. aussi |2n|) que si A est une partition 
de longueur 1{X) < p, la representation (de GL{E) = GLp), vue comme 
0(p, C)-module, contient avec multiplicite un la representation Le lemme 
EH decoule alors immediatement de la section precedente. □ 


Remarque. De meme que dans le cas unitaire, si V(a) , on a est une partition 
orthogonale dans p x q, est un sous-(0(p, C) x 0(9, C))-module de Vu{X) avec 
|a| = |A| alors a = A. 

Lemme 2.5 Soit (A, p) un couple compatible de partitions dans p x q. Alors, 
I’image de Vu{X,p) dans /\p par I’application de restriction \2.dA) est triviale 
sauf si X = 0 ou p = p X q. 

Demonstration. Commengons par remarquer que I’application envoie une 

matrice ^ ^ ^ ^ matrice ^ . Quitte a conjuguer le plongement 

de p dans pu par un element de {Kij)c, on pent done supposer que les vecteur 
e E®F* et {cp-i+i® € {E®F*Y (pour 1 < z < p et 1 < j < g) 

s’envoient sur ej 0 7*. 

II est done immediat que I’image de Vu{X,p) dans /\p par I’application de 
restriction est triviale sauf si A = 0 ou /r = p x g. □ 


Lemme 2.6 Soit X une partition orthogonale dans px q etr un entier < p < q. 
On plonge 0{q — r, C) dans 0{q, C) par 




A 0 A 

0 Ir )' 


Supposons que la partition (rP) s’inscrive dans le diagramme gauche A/A, i.e. 
que la partition X — (r^) contienne A. La partition X est alors contenue et or¬ 
thogonale dans p X {q — r) et le (0(p, C) x 0{q, C))-m odule I^(A) vu comme 
(0(p, C) X 0{q — r,C))-module contient le module I^(A) avec multiplicite 1. 

Demonstration. II est clair que si (r^) s’inscrit dans A/A alors la partition 
A est contenue et orthogonale dans p x (g — r). Le lemme decoule alors des 
decompositions (25.34) et (25.35) de EOl §25.3]. □ 


Remarque. De meme que dans le cas unitaire, si V(a) , ou a est une partition 
orthogonale dans p x (q — r), est un sous-(0(p, C) x 0{q — r, C))-module de V{X) 
avec jaj = |A| alors (et toujours d’apres les decompositions (25.34) et (25.35) 
de 1201 §25.3]) a = A. La partition (rP) doit done s’inscrire dans le diagramme 
gauche A/A et L(a) = y(A). 


3 Theoreme 11.31 et cohomologie 

3.1 Demonstration du Theoreme O 

Premier point Le premier point du Theoreme ll.3l est demontre dans [2]. Plus 
generalement, le Theoreme suivant decoule de [21 Theoremes 25 et 31]. 
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Theoreme 3.1 Soit G un groupe algebrique reductif, connexe et anisotrope sur 
Q tel que G“ = U{p, q). Soit Sh^H C ShPG avec = U{p,q — r) plonge de 
maniere standard dans G^^. Soient X et p, deux partitions incluses dans p x q 
formant un couple compatible avec pi/X = {pi x qi) * ... * (jj^ x qm)- Alors, 
I’application 

seG(Q) 

obtenue en composant Vapplication Res^ et la projection sur la composante 
fortement primitive de la cohomologie de Sh^H est injective si et seulement 
si la partition (r^) s’inscrit dans le diagramme gauche p,/X (i.e. si pi + ... + 
Pm = p et r < qi pour i = Son image est alors contenue dans 

Ug^am 

(L’assertion sur la composante fortement primitive, qui n’est pas explicitee dans 
[2], decoule de la Remarque suivant le Lemme lOl l 


Deuxieme point Le deuxieme point du Theoreme ll .3l est quant a lui demontre 
dans [H]. Plus generalement nous conjecturons le resultat suivant. 


Conjecture 3.2 Soit G un groupe algebrique reductif connexe et anisotrope 
surQ tel que = U{p,q + r). Soit Sh^H C Sh^G avec = U{p,q) plonge 
de maniere standard dans G“. Soient X et p, deux partitions incluses dans px q 
formant un couple compatible avec p/X = {pi x qi) * ... * {pm x qm)- Alors, 
I ’application 


obtenue en composant Vapplication /\^ et la projection sur la composante forte¬ 
ment primitive de la cohomologie de Sh^G est injective si et seulement si la 
partition (r^) s’inscrit dans le diagramme gauche p/X (i.e. sipi-\-.. .-\-pm = p et 
r < qi pour i = 1,... ,m). Son image est alors contenue dans {Sh'^G). 


Nous allons maintenant chercher a motiver cette Conjecture. 

Dans [H|, le deuxieme point du Theoreme o est principalement deduit de 
deux theoremes, I’un concernant I’isolation des representations cohomologiques 
de petit degre dans le dual unitaire de G'^'^ et I’autre calculant la cohomologie 
(reduite) en petit degre des varietes A\Xa, ou A est un sous-groupe de 
congruence de H. 

Le resultat concernant I’isolation des representations cohomologiques est 
deduit d’un theoreme general de Vogan sur lequel nous revenons dans la section 
suivante. Nous n’avons en fait besoin que de I’isolation dans le dual automorphe, 
or on montre dans [HI que celle-ci decoule de la Conjecture de changement de 
base (version faible des Conjectures d’Arthur) formulee dans (nj- 

D’apres [01 et compte tenu des Conjectures d’Arthur, la Conjecture 13.21 est 
principalement motivee par les calculs de cohomologie que nous presentons 
dans les paragraphes suivants. 
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3.2 Un calcul de cohomologie 

Dans ce paragraphs, nous fixons G un groups ds Lis rsductif reel connsxs 
de type non compact et a centre compact. Soit r une involution sur G et soit 
iL = G"^ la composante connexe de I’identite du groups des points fixes de r. 
Nous supposons que G est la forme reelle d’un groups de Lie complexe et notons 
K un sous-groupe compact maximal r-stable de G. L’espace symetrique Xq = 
G/K est de courbure negative. Soit A un reseau cocompact de H. Nous nous 
interessons a la cohomologie du quotient A\Xg- Nous notons M = A\Xg et 
F = A\Xh. 

La variete M est riemannienne et complete. On note G^ {A^T*M) (respec- 
tivement L^(A^T*M), etc...) I’ensemble des fc-formes lisses a support compact 
(respectivement de carre integrable, etc...) dans M. Le fc-ieme espace de coho¬ 
mologie (reduite) de M est defini par 

H^{M) = {a G L^{A'^T*M) : da = 0}/dGg°iA>^-^T*M)^ . 

Un autre espace tres proche souvent considers est I’espace de cohomologie 
non reduite, qui, en degre k, est le quotient de {a G L‘^{A^T*M) : da = 0} par 
{da : a G L^{A>=-^T*M), da G L^}, sans prendre d’adherence. En general, 
cohomologie reduite et non reduite sont differentes. II y a neanmoins egalite 
en degre k lorsque 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien A sur les 
formes differentielles de degre k. Dans la suite, “cohomologie voudra dire 
“cohomologie reduite”. 

II y a une interpretation de la cohomologie en termes de formes har- 
moniques. En effet, notons Ti,^ I’espace des /c-formes harmoniques de M : 

H^{M) = (a G L2 (a'=T*M) : da = 6a = 0} 

ou 6 est I’operateur defini initialement sur les formes lisses a support compact 
comme I’adjoint de d. Comme M est complete, est aussi le noyau 

du laplacien A = dd -I- 6d. Un fait important est la decomposition de Hodge-de 
Rham-Kodaira : 

L'^{A^T*M) = n2{M) © dG^{A>^-^T*M) © 6G^{A^+^T*M), 
et de plus, 

{a&L^{A^T*M) : da = 0} = 7d^(M) © dG^{A^-^T*M). 

On en deduit que 

Nous noterons G“(A\G,/\* P*) I’image de G°°{M, /\* T*M) par I’application 
naturelle consistant a tiree en arriere les formes differentielles. Toute forme 
harmonique (/? sur M definit done un element (p de 

* * 

Go°°(A\G, A P*) = HomK(Ap, C'°°(A\G; C)). 

La formule de Matsushima se generalise a ce cadre (cf. [HI). L’espace id|(M) 
se decompose done en somme directe : 

= 0id2*(^:Af), (3.1) 

ttGGo 
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ou nous avons note '■ M) la 7r-composante de la cohomologie de M. Si R 
est le degre fortement primitif d’une representation tt G qG, I’espace H^{tt : M) 
est aussi la partie de la cohomologie de M qui est representee par des formes 
harmoniques dans 


C^iA\G,/\*p*)5 (3.2) 

(avec * = i?) le sous-ensemble de C^{A\G,/\* p*) constitue des elements de 
la forme avec (fi dans la composante isotypique G°°{A\G)s de 

type (5, I’unique K-type minimal de tt (cf. section 1). Plus generalement, nous 
notons la partie de la cohomologie de M representee par des formes 

harmoniques dans Puisque le laplacien de Hodge-de Rham commute a la 
projection sur les K-types, on a alors la decomposition 

H^iM) = ^h;{M)s. (3.3) 

s 

Nous notons S* le if-type dual d’un if-type donne <5. La dualite 

h;{M)s X ^ C (3.4) 


est alors donnee par 

((^,■ 0 ) ^ if A-Ip. 

Jm 

D’un autre cote, I’operateur * de Hodge induit un isomorphisme lineaire 

(3.5) 

On en deduit un produit scalaire sur ii|(M )5 

((/?!, V52) ^ j ^lA *tp2. 

J M 

Notre but est de comprendre la cohomologie de M en termes de la coho¬ 
mologie (usuelle) de F = A\Xh. Remarquons que F est naturellement plongee 
dans M, par dualite elle definit une classe “(L^-)duale” [F] G ii 2 '^“‘^"(M) (qui 
peut etre nulle a priori). Le theoreme principal de cette section se deduit presque 
immediatement des travaux de Tong et Wang m 

Theoreme 3.3 La classe [F] G F[ 2 ^~'^^ [M) est -non nulle si et seulement si 
rangc(G/ii) = rangc(F/(F n H)). 

Nous I’avons dit, la demonstration du Theoreme 13.31 repose sur des travaux 
de Tong et Wang Ceux-ci permettent de realiser geometriquement certaines 
series discretes d’espaces symetriques (non necessairement riemanniens). Nous 
commengons par des rappels sur les series discretes. Puis nous suivons Tong et 
Wang |52| en incluant les demonstrations de ceux de leurs lemmes et propositions 
que nous utilisons. 
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3.3 Rappels sur les series discretes de G/H 

Commengons par rappeler qu’une representation tt de G est dite membre 
de la serie discrHe de G/H si elle est isomorphe a une sous-representation 
irreductible de la representation reguliere gauche C sur L^{G/H). Nous notons 
L/i{G/H) Vespace des series dicretes de G/H i.e. le sous-espace lineaire ferme 
dans L‘^{G/H) engendre par les sous-representations irreductibles de £. 

Si rangc(G/it) = ra,ng^{K/KH) et d’apres Flensted-Jensen ^7], I’espace 
L'^{G/H) des series discretes est non nul. Les representations de la serie discrete 
sont classifiees dans m (cf. aussi mi)- II s’avere que la condition rangc(G/i?) = 
rang{.(iL/iL n H) est en fait necessaire a I’existence des series discretes. Nous 
supposerons dorenavant rangj.(G/7L) = Ya,ng^{K/K n H) et extrayons de leurs 
resultats ceux dont nous aurons besoin. 

Soit qo le supplementaire orthogonal (pour la forme de Killing) de [)o dans 
00 , et soit to un sous-espace de Cartan compact de qo- Soit E le systeme de 
racines de t dans g et Ec le sous-systeme des racines de t dans t. Soient W et 
Wc les groupes de Weyl correspondant. Fixons un sous-systeme positif E+ dans 
Ec- Le choix d’un sous-systeme positif E'*' dans E compatible avec E+ determine 
une bijection entre le quotient Wc\W et I’ensemble des sous-systemes positifs 
de E compatibles avec E+ : dans chaque classe de Wc\W, il existe un unique 
representant w e VF tel que 


w(E+)nEc = E+. (3.6) 

Nous notons I’ensemble des w G W verifiant 13.611 . Soient p et pc les demi- 
sommes respectives des racines dans E+ et E+, comptees avec multiplicitees. 
Soit A C ito I’ensemble des parametres A S tels que 

1. (A, a) > 0 pour toute racine a G E+, 

2. A -I- p est un poids pour Ty, i.e. e^^^ est bien defini sur Th le tore dans 
G/H correspondant a to, et 

3. (A -I- p, /?) >0 pour toute racine simple compacte fd G E+. 

On etend t en une sous-algebre de Cartan t, r et 0-invariante dans g. Notons 

A, = A(t,t) etA = A(t, 0 ) 

les systemes de racines correspondants et soient A+ et A+ deux choix fixes de 
sous-systemes positifs compatibles avec E+. Les representations irreductibles de 
dimension finie de t sont classifiees par leur plus haut (resp. plus bas) poids par 
rapport au choix A+. Sauf mention du contraire nous identifierons dans la suite 
un KT-type avec son plus haut par rapport a A+. Remarquons que si 5 est un K- 
type de plus haut poids p par rapport a A+, la representation contragrediente 
ou duale 5* a pour plus haut poids —p par rapport a A+. 

On pent associer a chaque couple (w, A) G x A une sous-representation 
■KwX dans C qui est soit irreductible soit nulle et dont les sous-espaces de 
LP'{G/H) correspondant sont deux a deux disjoints. Voici quelques proprietes 
de ces representations. 

1. Le caractere infinitesimal de est xa- 

2. Si 


{w{\ +p)-2pc,a) a G E+, (3.7) 
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alors -KwX est non nulle et —w{X + p) + 2pc est (le plus haut poids par 
rapport a A+ de) I’unique if-type minimal de tTwX- 

3. Si {wo,Xo) et (wi, Ai) G W‘^ x A verifient (E3, les representations tTwqXo 
et TTiuiXi sont isomorphes si et seulement si (wq, Aq) = (wi, Ai). 

Le resultat principal de @S| est alors que I’espace L^{G/H) est engendre par les 
sous-representations pour {w, A) G W‘^ x A. 

Pour les “grands” A, c’est a dire ceux verifiant la non trivialite de tt^ja 

provient de la construction explicite de la fonction de Flensted-Jensen qui 

est une fonction if-finie dans L‘^{G/H) n G°°{G/H) telle que 

1- i^w,x engendre le if-type —w{X + p) + 2pc. 

2- 'ipw,x engendre la sous-representation ir^x de L'^{G/H). 

Etant donne deux choix E+ et E+ de sous-systemes positifs compatibles 
dans E et Ec respectivement, Flensted-Jensen associe a tout A G A, une fonction 
^A, la fonction notee '0e,A ci-dessus. Si w G W^, les sous-ensembles de racines 
w(E+) et E+ forment deux sous-systemes positifs compatibles dans E et Ec 
respectivement. L’ensemble A correspondant a ce nouveau choix est wA et la 
fonction de Flensted-Jensen ip^x = '4’w,x- Dans la nous ne nous preoccuperons 
que des fonctions 'ip\. 

Notons Sfj, la (classe d’equivalence d’une) representation irreductible de di¬ 
mension finie de 6 de plus haut poids p par rapport au sous-systeme positif A+. 
D’apres un theoreme d’Helgason PI Chap. Ill, §3] la representation a un 
vecteur non nulle t) H 6-invariant si et seulement si 

p G t* et G N pour tout a G E+. (3.8) 

{a, a) 

Dans ce cas le vecteur invariant est unique a un multiple scalaire pres. 

Soit maintenant A G itg. Supposer 

- A -I- p est un poids pour Tf/, i.e. e^'^^ est bien defini sur Th le tore dans 
G/H correspondant a tg, et 

- (A -I- p — 2pc, ot) > 0, pour tout a G E+, 

revient a supposer que p = p\ := X + p — 2pc G t* (etendue trivialement a 
une sous-algebre de Cartan de 6 contenant tg) est le plus haut poids d’une 
representation de dimension finie de K avec un vecteur L-invariant. C’est en 
particulier le cas pour les “grands” A G A. Rappelons que la fonction ijj\ G 
G°°{G/H) n L'^{G/H) engendre alors le if-type <5* dual de et de plus haut 
poids —p par rapport a A+. 

Un rafiinement du Theoreme inn 

Nous allons maintenant pouvoir commencer la demonstration du Theoreme 
E31 Celui-ci decoulera du resultat plus general suivant. 

Theoreme 3.4 Supposons rangc(G/iL) = rang{.(if/(if C H)). Si w G W^, 
verifie 

{2wp — 2pc,a) > 0, Of G E)!", (3.9) 

alors la projection de la classe [F] dans {M) 2 wp- 2 pc non nulle. 
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Commengons par deduire le Theoreme Id.dl du Theoreme EH Supposons 
rangc(G'/i?) = /[KCMI)). La condition Id.911 est toujours verifiee pour 

w = e puisque p — pc et a sont tons deux dans une chambre de Weyl posi¬ 
tive (au sens large). Le Theoreme Id.41 imoliaue done I’implication reciproque 
dans I’enonce du Theoreme ld.dl Demontrons maintenant I’implication directe : 
la classe de cohomologie L^, [F], admet clairement un representant iL-invariant. 
Si [F] 7 ^ 0 il doit done exister des series discretes dans L‘^{G/H) et nous avons 
rappele qu’alors on a necessairement rangc(G'/iL) = rangc(F/(F n H)). □ 

II nous reste done a demontrer le Theoreme El II nous suflit de trailer le 
cas w = e. Remarquons que p appartient toujours a A et done que la fonction 
de Flensted-Jensen est bien definie. 


3.4 Construction de la forme harmonique 

En suivant Tong et Wang El nous allons maintenant associer a tpp une 
forme differentielle harmonique Cj sur G et a valeurs dans C. Les translates a 
droite de (coefficients de) oj realiseront la representation contragrediente tt* de 
TTp et Co sera invariante a gauche sous H, et sous Taction a droite de K elle 
se transformera selon le plus bas F-type <5 (de plus haut poids 2{p — pc)) de 
TT*. La forme Co sera tiree arriere d’une forme differentielle sur Xq dont nous 
verifierons plus loin qu’elle definit une classe de cohomologie non nulle dans 
fj^o-dn et egale a un multiple du projete de [F]. 

Soit q = [0u la sous-algebre parabolique 0-stable de g telle que I soit egale au 
centralisateur de t dans g et u = ©o-es+ga- Puisque les representations n* et Aq 
ont toutes deux le meme caractere infinitesimal, egal a celui de la representation 
triviale Xp, de telle maniere que le casimir 17 agit trivialement sur chacun de 
leurs (g, F)-modules associees, et puisqu’elles contiennent toutes les deux le K- 
type 6 de plus haut poids 2{p — pc), elles doivent etre isomorphe d’apres P I 
Proposition 6.1]. 

Notons R = dimc(u H p) et pn = p — Pc- Rappelons que le vecteur e(q) € 
/\^(u n p) est alors un vecteur de plus haut poids 2p(u n p) = 2p„ d’une 
representation irreductible de F, isomorphe a 5, contenue dans /\^ p et qui 
apparait avec multiplicite 1. 

La fonction ipp G L‘^{G/H) est F-finie et engendre le F-type S*. Pour un 
choix convenable de ki G F, les functions 

Mg) = G L\H\G) (3.10) 


forment done une base d’un F-type isomorphe a 6* et apparaissant dans (la 
representation regulere droite dans) L?{H\G) de plus haut poids 2p„. Les fonc- 
tions /j forment alors une base d’un F-type isomorphe a 5. 


Nous venons de rappeler que la composante isotypique P*) dans 
A^ P* apparait avec multiplicite 1. Choisissons alors une base {Xi} de ^A^ P” 


duale a {/A et posons 


i 


(3.11) 
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Proposition 3.5 (Tong et Wang) Proposition 3.5] 

1. La forme uj appartient a 

2. La forme u est invariante d gauche sous I’action de H. En restriction a 

H, uj prend ses valeurs dans le sous-espace de dimension 1 invariant sous 
/ -.HnK 

I’action de H f] K : \^/\ p* j 

Demonstration. II est immediat par construction que uj G C°°(G, p*). L’in- 

variance a gauche de uj sous I’action de H decoule immediatement de I’invariance 
a droite de fjp sous Taction de H. L’application uj^h est done constante egale a 
d)(e). D’apres le premier point, ce vecteur est invariant sous Taction de H C\ K. 

On conclut alors la demonstration de la Proposition 13.51 grace au theoreme 
d’Helgason 13.811 . □ 

D’apres la Pronosition 13.51 uj est tiree arriere d’une forme differentielle 

ujGG°^{XG,f\^T*XG). (3.12) 

Celle-ci descend en une forme diff&entielle uj G G°°(M, /\^T*M). 

Lemme 3.6 La forme differentielle uj est Lf et harmonique. 

Demonstration. Puisque ifp G Lf{G/L[), uj G Lf{X\G). Les coefficients de uj 
appartiennent done a un (g, itr)-module unitaire et nous pouvons appliquer le 
lemme de Kuga jH). Soit A le laplacien sur Co°(G,/\*(p*)). Alors 

Aw = —7r*(f2)w = 0. 

Oil la derniere egalite provient de ce que la representation Tip a la meme car- 
actere infinitesimal que la representation triviale. On en deduit immediatement 
le Lemme El □ 

Lien avec la sous-variete F 

Soit ujh la forme volume invariante sur Xh. Nous voyons cette forme differentielle 
comme une forme differentielle sur Xh C Xg a valeurs dans T*Xg) 

Notons toujours * Toperateur de Hodge-de Rham. Alors *ujh prend elle aussi ses 
valeurs dans (/\* T*Ag) . H est clair que *ujh prend plus precisemment ses 
valeurs dans la puissance exterieure maximale de Tespace des vecteurs cotan¬ 
gents normaux a Xh. Notons ujh et *ujh les tirees arriere respectifs de ujh et 
*ujh. II est immediat que ujh (resp. *ujh) n’est autre que le produit exterieur 
d’une base orthonormee de (p H f))* (resp. (pnq)*). 

Soit 

Po:AV-(AV)^. (3.13) 

la projection orthogonale sur le AT-type 5* de plus haut poids 2p„. Soit e(q)* G 
/\^p* le vecteur dual a e(q), e’est un vecteur de plus haut poids —2p„. Et, 
d’apres le theoreme d’Helgason EHIi, 

dim(A =1- 
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Proposition 3.7 (Tong et Wang) Proposition 4.6] Po(*Cjh) estunvecteur 
/ ^HnK 

non nul dans ^/\ p*J 

Demonstration. Puisque *Cjh est tiree arriere d’une forme differentielle i7-invariante 
sur Xh, elle est {H n iir)-invariante. Le projete Po{*uih) est done {H n K)- 
invariant a droite et done invariant sous Ad*(iJ n X) : 

/AC \ 

(A V)^. ■ 

II nous reste a verifier que ee veeteur est non nul. Remarquons que le produit 
exterieur maximal p* est un module trivial et que I’operateur * envoie un 
if-module sur son dual. II suffit done de montrer que 

A *e(q)* ^ 0 


autrement dit que 

CoH A e(q)* ^ 0. 

Ce dernier fait decoule immediatement du fait que ojh et e(q)* sont des veeteurs 
non nuls dans les puissanees exterieures maximales respeetives des espaees (p n 
t))* et (pnu)*. □ 

3.5 Demonstration du Theorems 13.41 

Nous voulons montrer que la projeetion de la elasse de eohomologie 
[F] € H^{M) dans H^{M)s est non nulle. Pour ee faire nous allons montrer 
que 


M = 4F]s (3.14) 

dans H^{M)s, ou c est une eonstante non nulle. 

Si M G son tire arriere tp = >fiXi est harmonique et le K- 

espaee engendre par <pi{g) est soit nul soit irreduetible isomorphe a d. Chaque 
fonetion (fi G L^(A\G') engendre alors, sous Paction a droite de K, soit le sous- 
espace nul soit un sous-espace irreduetible isomorphe a <5*. D’apres le lemme 
de Kuga |S], le casimir fl applique a ipi donne 0. D’apres le lemme suivant, les 
fonctions engendrent un sous-module de L^(A\G') isomorphe a TTp. 

Lemme 3.8 (Tong et Wang) |23 Lemma 5.3] Soit it une representation uni- 
taire de G dans un espace de Hilbert V et A un module cohomologique de K-type 
minimal t. Supposons que W soit un K-type de type t dans V et qu’en restric¬ 
tion a W, le casimir 7r(f2) soit nul. Alors, le G-sous-module ferme M engendre 
par W est isomorphe a A. 

Demonstration. Considerons la restriction 7r|^/ de la representation unitaire tt a 
M, celle-ci se decompose en une integrate directe 

7r|M = / crdp.{a), 

JG 

oil p est une mesure sur G. Puisque M est engendre par W, pour presque tout 
(T, cr(G) = 0 et r C (T|ie- Mais son AT-type minimal r et son caratere infinitesimal 
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determine completement le module cohomologique A. On en deduit done que 
presque tout a est isomorphe a A et done que la restrietion de tt a M est un 
multiple de A. Mais puisque r intervient avee multiplieite 1 dans A, tout K- 
sous-module irreductible de type r engendre un G-sous-module irreductible. La 
multiplieite de A dans tt\m est done egale a 1. Ce qui eonelut la demonstration 
du Lemme. □ 


D’apres 16.1811 et 18.511 . r egalite est equivalente a : etant donnee 

[(/s] G H^{M)s telle que son tire arriere ip = ifiXi soit harmonique et {ipi} 
engendre une eomposante isotypique de plus haut poids 2p„, alors 


U! A *(p = c / *(p. 


'M 


(3.15) 


Soient dg, dh et dHg les mesures invariantes respeetives sur G, H et H\G. 
On a alors : 


ujA*(p = / < / {uj{hg),ip{hg))dh\ dHg 

Im Jh\g I Ja\h I 


[ <f{hg)dh)dHg, 
Ja\h 


Ih\g Ja\h 


ou (.,.) designe le produit sealaire standard sur A^P* et la derniere egalite 
deeoule de I’invarianee a gauehe de oj sous I’aetion de H. Soit 


^H{g) = [ (p{hg)dh (3.16) 

Ja\h 

et soit ^H{g) = J2i son developpement. 

Lemme 3.9 1. La forme est d valeurs complexes et harmonique sur G. 

2. Sous I’action d droite de K, engendre soit le sous-espace nulle soit 

un sous-espace irreductible isomorphe d S*. 

3. Si ^i{g) est non nul, le casimir agit trivialement sur celui-ci: n.^i{g) = 0. 

4- La forme est invariante a gauche sous I’action de H. 

5. La forme est bornee sur G. 

Demonstration. Les trois premiers points decoulent des proprietes analogues 
pour (p decrites plus haut. Le point 4. deeoule de la definition 13.1611 de 
II nous reste a montrer que la forme (p est bornee, ce qui deeoule du lemme 
suivant. 

Lemme 3.10 Soit ip une forme differentielle harmonique L^ sur une variete 
riemannienne d coubure partout negative (ou nulle) et uniformement minoree. 
II existe alors une constante c > 0 ne dependant que de la borne sur la courbure 
de M telle que 




(3.17) 
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Demonstration. La demonstration repose sur le precede classique d’iteration a la 
Nash-Moser. L’enonce ci-dessus et sa demonstration sont une legere modification 
d’un lemme de Yeung, cf. m- 

Soit tf un forme differentielle de degre L Une formule de Bochner-Weitzenbock 
que Ton obtient par un calcul direct permet de comparer le laplacien usuel et le 
laplacien brut = — V*V : 

ip) = (AV, ‘P), 

oil TZ est un operateur ne dependant que du tenseur de courbure tel que 

{np,p) > -k{p,p), 

oil k est une constante > 0 ne dependant que de la minoration sur la courbure. 
Supposons maintenant p harmonique, alors Ap = 0 et puisque 

A^\p\^ = {A^p,p) + \yp\\ 

on obtient 

A''|(/?|2+ fc|(^|2 > 0. (3.18) 

Nous allons maintenant pouvoir appliquer le precede d’iteration a la Nash- 
Moser. Soit / = \p\^. 

Commengons par remarquer que puisque 

I gA^f = -1 {Vf,Vg), 


en prenant g = (oil g est une fonction et [3 un reel > 1), on obtient 

I’identite suivante : 


/3 [ iy2//3-i|v/|2 = _2 [ (gf^VfJ^Vg)- [ g^fA^f. 

J Jm J 

Or, 

= y'(^V(/^) + /^Vr,,,7V(/^) + /'^Vr?) 

= (^)V ^V^-^|V/P + / 

+(/3 + l) J {gf^^fj^\7g). 


D’oii Ton deduit : 


4/3 

(/3 + l)2 


|V(/^i7)l' 




En appliquant I’inegalite de Cauchy-Schwarz au premier terme a droite, on 
obtient alors que pour tout e > 0 : 


4/3 

IF+TF 


/|V(/^3?)P 


<sjg‘^f^ i|V/p-b i//^+^|V7?|2 

-Jriy0A^f + j^Jff^+^\Vg\\ 


(3.19) 
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Soit C une constante de Sobolev valable pour toutes les boules isometriquement 
plongees dans M (une telle constante existe en vertu des restrictions faites sur 
la courbure). Le fait suivant traduit alors I’inegalite de Sobolev standard. 

Fait 1. Pour toute boule B isometriquement plongee dans M, et toute fonction 
ueH\B), 

11 ^"“^ \\1^{B) ^ ^ 

oir n est la dimension de M. 

Soient maintenant Bt, C Ba deux boules de meme centre et de rayons re- 
spectifs a et & dans M et soit rj une fonction a support dans Ba, partout < 1, 
constante egale a 1 sur Bb et telle que |Vry| < ^j^a— h). Les expressions (jd.lSIl 
et impliquent le fait suivant. 

Fait 2. II existe une constante fci ne dependant que de k et du rayon d’injectivite 
de M (mais ni de a ni de (3) telle que : 


||Vw| 


L^B) 


\L^{B) 


En effet, d’apres ijTT^ et 
4/3 


{/3 + l)^ 


y |V(/''^\)p <£/?7V^ ^|V/P + i//^+^|V7?|2 


Or, 




< 


(/3 + l)2 

D’ou Ton deduit, en prenant e = P/A, 


J |V(/^77)P + J /^+'|Vry| = 


2/3 


ip- n |2 ^ 6/3^ + 4(/3 + 1)^ 


(/3 + l)= 


■J |V(/^r?)|2< 


/3(/3 + l)2 


f+^\Vrj\^ + k 


Et, puisque rj < I et IV 77 I < 


2/3 

(/3 + l)2 
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/3(a — b)^ 



// 3+1 


On conclut immediatement la demonstration du fait 2 en utilisant que la fonction 
rj est constante egale a 1 sur B^- 

Posons maintenant A{l,r) = (Jg et a = n/(n — 2). En prenant 

/3 = / — 1, les faits 1 et 2 impliquent I’inegalite suivante : 


A{al, h) < 


(a - 6 ) 2 /' 


A{l,a), 


(3.20) 
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pour tout I > 2 et k 2 une constante ne dependant que de A:, de C et du rayon 
d’injectivite de M. 

Nous pouvons maintenant iterer I’inegalite Soient done tq un reel 

strictement positif et inferieur au rayon d’injectivite de M et Vm = (?'o/2)(l + 
1/2™) pour m = 0,1, 2,.... L’inegalite 13.2011 implique alors : 

A{2a^+\r^)<cA{2,ro), 

ou c est une constante ne dependant que de ^2 et n (et done independante de 
m). En passant a la limite m —> +oo, ceci implique 

sup f<c( f A . 

Bro/2 Brg J 

Puisque 

/ /^ < (sup/).||(^||l2(m). 

J Brg Br-Q 

On en deduit que pour tout nombre reel tq inferieur au rayon d’injectivite et 
pour toute paire de boules i3ro/2 C Brg dans M centrees en un meme point et 
de rayons respectifs ro/2 et rg, 

sup / < c(sup/)^/^||(/j||i2(M). 

Bro/2 Bro 

En utilisant la continuite de /, on en deduit immediatement que / est necessairement 

1 /2 

bornee sur M tout entier par v^l ce qui conclut la demonstration du 

Lemme rrmi □ 

Proposition 3.11 II existe une constante c^p (dependant de p) telle que 

l>ij = CpQ. 

Demonstration. On pent supposer non nulle. D’apres le troisieme point du 
Lemme le casimir agit trivialement sur or d’apres le cinquieme point 

cette fonction est bornee et appartient done a L?{H\G). Enfin, puisque sous 
Faction a droite de K elle engendre le iF-type 5*, la fonction $i( 5 ) engendre un 
sous-module de L'^{H\G) isomorphe au module TTp. Un tel module apparait avec 

multiplicite 1. La fonction ^i{g) appartient done au iL-type <5* dans TTp, celui-ci 
est irreductible, la fonction est done necessairement egale a CpW pour une 
certaine constante Cp. 

Dans la suite, nous aurons a introduire de nombreuses constantes non nulles 
independantes de ip (et de A). Nous les appellerons constantes universelles et 
nous les noterons ci, C 2 ,.... Le lemme suivant va nous permettre de mieux com- 
prendre la constante c^. 

Lemme 3.12 L’integrale 

/ {Cj{h),ip{h))dh = Cl / *ip 

Ja\h Jf 

oil Cl est une constante universelle. 
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Demonstration. D’apres les Propositions i:t.5l et rr71 

uj{h) = ciPo{*u)h)- 


Puisque (p{g) e on a : 


{uj{h),ip{h)) = ci{*LbH,(p{h)). 


Soit ij} = *ip. Alors, 

^{h))dvo\xc = A ipihK). 
Soit i le plongement de F ^ M, alors 

* ujh a tp{hK) = *ujh a (FtpihK)). 


(3.21) 


(3.22) 


(3.23) 


Cette derniere egalite resulte du fait que *ujh prend ses valeurs dans le produit 
exterieur maximal de I’espace des vecteurs cotangents normaux a Xh dans Xq- 
Les composantes de tp{hK) selon des vecteurs cotangents normaux a Xh sont 
done tuees par le produit exterieur avec ^luh- 

Puisque ((ivoljfG)|XH- = A *ujh avec ojh et *ujh des sections inversibles 
d’un fibre en droites, on deduit de ISini), et : 

{Cj{h),(p(h))ijjH = cii*'ijj{hK). 

Ce qui conclut la demonstration du Lemme liTT^ □ 


On pent maintenant determiner la constante c^p. D’apres la Proposition ld. 1 ll 
et le Lemme Km 


Cl 



On a finalement montre que 


Ja\h 

(J}(e), 


{uj{h), (p(h))dh 


Ia\h 


(p{h)dh) 


c<^(w(e),£D(e)). 


C-(_p 





(3.24) 


ou C 2 est une constante universelle. D’un autre cote et d’aprfe la Proposition 
13.111 on a : 


= c^f^^^(io(g),w(g))dHg 

— CipC^. 


(3.25) 


Le Theoreme EH decoule maintenant immediatement de KWi et iTOtIi . □ 
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3.6 Application aux groupes unitaires et orthogonaux 

Groupes unitaires 

Dans ce paragraphs G est un groups algsbriqus rsductif, connsxs st anisotrops 
sur Q tsl qus = U{p,q + r). On supposs fixss uns donnss Sh°H C Sh°G 
avsc = U{p, q) plongs ds manisrs standard dans G"'^ st A un sous-groups 
ds congrusncs sans torsion ds H . Notons snfin M = A\Xo et F = A\Xh- 
Soisnt (A, fi) un coupls compatibls ds partitions C px (q + r). Conformsmsnt 
aux notations dss ssctions prscsdsntss nous notons = H 2 {A{X,p) : 

M) la A(A, ^)-coinposants ds la cohomologis ds M, snfin nous notons 
la partis fortement primitive 

Commsngons par montrsr qus Is Theorsms id.dl impliaus Is corollairs suivant. 

Corollaire 3.13 La classe [-F] S est non nulle si et seule- 

ment si dn > da/‘2 (i.e. si et seulement si q > r). 

Demonstration. Nous appliquons Is Thsorsms lO au groups G = U{p, q + r) 
muni ds I’involution r standard tslls qus F[ = G'^ = U{p, q)xU (r). Commsngons 
par rsmarqusr qus rangc(G/-ff) =rangc{K/{K n FI)) si st ssulsmsnt si q > r. 
Et dans cs cas rangc(G/-ff) = dime t = r. 

Considsrons maintsnant la rsprsssntation tt* . Nous avons vu au sours ds la 
demonstration du Thsorsms m qus cslls-ci sst isomorphs a la rsprsssntation 
cohomologiqus ds F-typs minimal 2p„. II nous sufht done ds calculsr 2p„. 
Comms au §1.1, nous considsrons la sous-algsbrs ds Cartan 1 dans g constituss 
dss matricss diagonalss. Nous pouvons prsndrs la sous-algsbrs ds Cartan t dans 
q tslls qus ito soit sgals au sous-snssmbls 

{(0,..., 0; —Ur ,..., —Ml, 0,..., 0, Ml,..., Ur) : Mj S M pour tout i = 1,..., r} 
p q+r 

ds ito- Rsprsssntons Iss systsmss ds racinss rsspsetifs ds t st g comms Ac = 
{±(a:j - Xj) : I < i < j < p} LI {±{y^ - yj) : 1 < i < j < g -I- r} st 

A = Ac U {±(a;i — yj) ■ 1 < * < P et 1 < j < g -I- r}. On psut alors considsrsr 
Iss systsmss positifs compatiblss A+ = {xi — Xj : 1 < i < j < p} U {yj — yi : 

1 < * < j A q+r}, E+ = {yj — yi ■ i < j et soit 1 < i < r soit q+1 < j < q+r] 
st S'*" = 'E'^L{xi — yj : l<i<petl<j< r}L{yj—Xi : 1 < i < p et q+1 < 
j A q + r}. Un calcul simpls montrs alors qus 

r 

2pn =pX!(2^9-0 -Vj) 

i.e., Is plus haut poids par rapport a A+ ds la rsprsssntation U((r^’), {q^)). Cs 
qui conclut la demonstration du Corrolairs rrnu □ 

Remarque. Dans EHl Schlichtkrull idsntifie Iss paramstrss ds Langlands dss 
representations ds Flensted-Jensen. Avsc ses notations les systsmss ds racinss 
rsspsetifs ds g et t sont A = {±(ei — ej) : l<i<j<p + q + r}et 
Ac = {+{ei — ej) : 1 < i < j < p on p < i < j < p + q + r}. 1\ fixe comms 
sous-systeme positif A+ = {cj — ej : l<i<j<p on p<i<j<p + q + r}. 
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Par rapport a ce systeme positif, le if-type K = V{{rP), (q^ j) a pour plus haut 
poids : 

r 

2pr := 2p(u((rP), (qP)) n p) = -p^{ep+j ^p+q+r+l-j) 

t=l 

egal a la somme des racines de u((rP), {qP))r]p par rapport a 6. Soit = MAN 
le parabolique cuspidal et 6r & M la representation de la serie discrete as- 
socies an -fiT-type 2pr par Vogan ESI. Ceux-ci coincident avec le parabolique 
et la representation de la serie discrete que Ton associe a une sous-algebre 
parabolique, dans notre cas q((r'^), (q^)), dans El §5.2]. Le groupe A est alors la 
composante neutre d’un tore maximal deploye du sous-groupe de Levi L({rP), ((f)) = 
U{p,q — r). Soit k = min(p, q — r) la dimension de a. Dans El §5-2] , nous asso- 
cions egalement a la sous-algebre parabolique q((r^’), (gP)) un element u ^ a*. 

Si Ton choisit une base (/i,..., fk) de a telle que les racines de a dans N soient 

± fj),\fhfi ■ < j <k, l<l < fc}, 

alors 

V = - {p + q - r - I,... ,p + q - r + I - 2k) & a*. 

Nous avons done determine une representation de Pr = MAN . Comme 

rappele dans El §5.2], il decoule alors de m que la representation unitairement 
induite 

I{Sr, v) = indp^(5i. 0 1 / 0 1) 

admet un unique quotient irreductible J{5r, v) qui est isomorptie a la representation 
cohomologique A{{rP), (qP)). Enfin et puisque q > r, il decoule de Theorem 
7.7] que la representation J{6r,v)* peut-etre realisee sur un sous-espace ferme 
de L'^{G/H). 

La Conjecture est principalement motivee par la conjecture suivante. 

Conjecture 3.14 (Sous les hypotheses du Corollnire Vt. 1!A ) Si X et p, sont deux 
partitions incluses dans p x q formant un couple compatible avec p/X = (pi x 
qi) * ... * {pm X qm), alors I’application Alors, I’application 

obtenue en composant I’application “cup-produit avec [E] ” et la projection sur 
la composante fortement primitive de la cohomologie de M est injective si 
et seulement si la partition (rP) s’inscrit dans le diagramme gauche p/X (i.e. si 
Pi + ... + Pm = P et r < qi pour i = 1, ... ,m). Son image est alors contenue 
dans hX’’'^’P{M). 

Le Corollaire mu est un cas particulier de cette Conjecture (le cas A = 0, 
p=px q). 

La combinatoire predite par la conjecture provient du Lemme suivant. Soit 
(A, p) un couple compatible de partitions dans p x q. he groupe Kc = GLp x 
GLq+r, il contient le groupe GLp x {GLq x GLr), ou le groupe GLq x GLr est 
plonge dans GLq+r par 

(ai,s)^(q 
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Le groups GLp x {GLg x GLr) preserve la decomposition orthogonale p = 
(pn[)) 0 (p n q). Dans la suite de ce paragraphs, nous noterons Vh{X, le sous- 
(GLpXGLq)-module de /\(pnl)) associe au couple compatible (A, fi) de partitions 
C px q. Remarquons que le GLp x {GLg x GLr)-inodule Vp (A, /r) 0 A (P r) 
est un sous-module de (p n p) 0 A^(P p) 0 p. 

Lemme 3.15 Supposons que la partition (r^) s’inscrive dans le diagramme 
gauche p/X. Alors, le K-module V{X(rP), p), vu comme GLp x (GLg x GLr)- 
module, contient (avec multiplicite 1) le module Vh(X,p) 0 A (p 0 p)- 

Demonstration. Comme au §1.1, notons VHiX)^WH(p)* le vecteur de plus haut 
poids de VA(A, p). Soit ^ un generateur de la droite A^^(p^ C p)- 

Le vecteur wh(p) 0 ^ G A'^' (P^ H p) 0 A'^^(P^ C P) C p^ est alors un 

vecteur de plus bas poids qui engendre le sous-iG-module V(p) de 
puisqu’il est colineaire au vecteur w(p) On peut de plus facilement verifier 
que le vecteur v{X + (r^)) est dans I’orbite du vecteur vh{X) 0 ^ sous Paction 
du sous-groupe de Borel de Kc fixe au §1.1. 

Le vecteur wh(l)* 0 G ^st un vecteur de plus haut poids, 

il engendre done une droite sous Paction du sous-groupe de Borel de Kc, le 
vecteur v(X -\- (r^)) 0 w(p)* appartient done a Porbite sous Paction de K du 
vecteur (u//(A) 0 wh{p)*) 0 0 C) € p) 0 A'^(P C P) C p. 

Puisque P(A -p (r^), p) apparait avec multiplicite 1 dans p^ le Lemme 

est demontre. □ 

A Paide de ce Lemme et du Cnro1laire l3.1 31 il semble raisonnable de penser 
pouvoir construire une application 

’^(M) 

qui coincide avec celle consideree dans la Conjecture 13.141 et qui soit injective 
si et seulement si la partition (r^) s’inscrit dans le diagramme gauche p/X. 
Malheureusement nous ne sommes parvenus a le verifier que dans le cas p = 1 
(deja traite par une autre methode dans |H]). 

Concluons ce paragraphe par quelques remarques et consequences de la Con¬ 
jecture 

L’application “cup-produit avec [F]” 

devrait etre injective des que (r^) s’inscrit dans p/X. Cette condition est-elle 
necessaire ? 

Si la Conjecture im est vraie, pour tout entier k < q — r, Papplication 
“cup-produit avec [F]” 




(3.26) 


devrait etre injective. 

^Ici fi designe le complementaire de /i dans p x {q r) alors que plus haut (lorsque Ton se 
place dans p D f}) /i designe le complementaire de fi dans p x q. 
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II nous suffit en effet de demontrer que si (A, /i) est un couple compatible 
de partitions dans p x q telles que |A| + |/i| < q — r {si p > 2 on peut en fait 
remplacer q — r par q) alors la partition {r^) s’inscrit dans le diagramme gauche 
/i/A. Ce qui decoule du fait suivant. 

Fait. Soient pi,qi,... ,Pm, <lm des entiers > 1. Supposons soit quepi + .. ■+Pm < 
p — 1 soit que I’un des qi soit < r, alors piqi + ... + PmQm < pq — q + r. 

En effet, 

Piqi + ... +Pmqm < '^Pi{qi - r) + r 

i i 

Done si I’un des qi, par example qi, est < r, 

Piqi + .. .+Pmqm < {q-'r)'^Pt+r'^pi < {q-r-l){p-l) + rp = pq-q-p+r. 

i/l i 

Alors que si pi + ... + Pm < P — 1, 

Piqi + ... +Pmqm < {q- r){p - 1) + r{p - 1) = pq - q < pq - q + r. 


Dans in] I’injectivite de I’application “cup-produit” est obtenue pour 

k < q — pr, et dans ce cas nous montrons im Theoreme 4.0.6] que I’application 
est en fait un isomorphisme. Est-ce encore le cas pour tout k < q — r? 


Groupes orthogonaux 

Dans ce paragraphe G est un groupe algebrique reductif, connexe et anisotrope 
sur Q tel que G"'’ = 0{p, q + r). On suppose fixee une donnee Sh°H C Sh°G 
avec = 0(p, q) plonge de maniere standard dans G"'’ et A un sous-groupe 
de congruence sans torsion de H. Notons enfin M = A\Xc et F = A\Xh. 

Soit A une partition orthogonale C p x {q + r). Nous notons = 

H2{A{X)^1 : M) la A(A)±J-composante de la cohomologie de M, Nous 

notons plus generalement H 2 {M)\ la somme directe de tous les 
lorsque les signes ±i et ±2 variant. 

Le Theoreme Id. 41 implio ue le corollaire suivant. 

Corollaire 3.16 La classe de [F] £ {AI)(^ est non nulle si et seule- 

ment si dn > dq/S (i.e. si et seulement si q > r). 

Demonstration. Nous appliquons le Theoreme 10 au groupe G = 0(p, q + r) 
muni de I’involution r standard telle que H = G'^ — 0{p, q) xO{r). Commengons 
par remarquer que rangc(G/iL) =va,ngc{K/{K n F[)) si et seulement si 9 > r. 
Et dans ce cas range (G/iL) = dimet = r. Dans la suite de la demonstration 
nous supposons p et 9 + r pairs respectivement egaux a 2a et 2/3. (Les autres 
cas se traitent de maniere similaire.) 

Considerons maintenant la representation tt* . Nous avons vu au cours de la 
demonstration du Theoreme EH que celle-ci est isomorphe a la representation 
cohomologique de AT-type minimal 2pn. II nous sufht done de calculer 2p„. 
Comme au §1.2, nous considerons la sous-algebre de Cartan t dans g constituee 
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des matrices diagonales. Nous pouvons prendre la sous-algebre de Cartan t dans 
q telle que 

ito = {(0,..., 0; 0,..., 0, ui,..., Ur) : G M pour tout i = 1,..., r} C ito- 

a /3 

Representons les systemes de racines respectifs de t et g comme Ac = {±(a;i ± 
Xj) : I <i < j < a}U{±{yi±yj) : 1 < i < j < P} et A = A^U {±{xi±yj) : 
l<i<aetl<j<P}. On pent alors considerer les systemes positifs 
compatibles A+ = {xi A Xj : 1 < i < j < a} U {yj Ayi : 1 < * < j < /?}, 
= {Vj ^ Vi ■ 1 < * < j et /? - r + 1 < j < /3} et E+ = E+ U {yj ± Xi : 1 < 
i<aet /3 — r + l<j</3}. Un calcul simple montre alors que 

r—1 

2 pn =p^yf3-j 
3=0 

i.e., le plus haut poids par rapport a A+ de la representation V{{rP)). Ce qui 
conclut la demonstration du Corrolaire ld.ldl □ 

Remarque. Lorsque r = q\a partition orthogonale (r^) C px {q + r) est paire, 
il ya done lieu de considerer les projections respectives [F]± de la classe [F] dans 
les groupes La demonstration du Corollaire montre que 

ces deux projections sont non triviales. Ceci correspond au fait que Ton peut 
remplacer le sous-systeme positif E+ considerer dans la demonstration par celui 
oil les elements j/i ± Xi (1 < i < a) sont remplages par leurs opposes. 

De maniere analogue a la Conjecture IlL 141 nous conjecturons : 

Conjecture 3.17 Si A est une partition orthogonale incluse dans p x q, alors 
V application 

H\F) ^ 

obtenue en composant Vapplication “cup-produit avec [i^] ” et la projection sur 
la composante fortement primitive de la cohomologie de M est injective si 
et seulement si la partition (r^) s’inscrit dans le diagramme gauche A/A. Son 
image est alors contenue dans \m). 

En particulier, pour tout entier k < [q — r)/2, I’application “cup-produit 
avec [E]” 

£r'=(F) ^ (3.27) 

devrait etre injective. Nous reviendrons sur cette application au §6. 

4 Isolation des representations cohomologiques 

4.1 Isolation dans le dual unitaire 

Dans ce paragraphe nous explicitons pour les groupes unitaires et orthogo- 
naux un theoreme de Vogan PI Theorem A. 10] caracterisant les representations 
cohomologiques isolees. Le cas du groupe U{p, q) est deja traite dans El §5.4]. 
Dans les termes de ce texte, on obtient la Proposition suivante. 
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Proposition 4.1 Soit (A, /i) un couple compatible de partitions dans px q avec 
pt/X = {pi X qi) * ... * (pm X qm)- Alors la representation A(A, p) est isolee dans 
le dual unitaire de SU{p, q) si et seulement si 

1. mmi{pi,qi) > 2, et 

2. si Xi = Pi > Ai+i (i = l,...,p) alors pi+i = pi (ou nous adoptons 
exceptionnellement id la convention que Ap+i = Pp+i = — 1 / 

On pent visualiser le point 2. : il signifie que X et p ne sont pas tous les deux 

triviaux et n’ont aucun angle_| en commun. En particulier, les representations 

A(A, p) telles que X = p (qui sont exactement les representations cohomologique 
de la serie discrete) ne sont jamais isolees. 

Dans cette section nous prouvons la Proposition analogue suivante pour les 
groupes orthogonaux SOq{p, q). 

Proposition 4.2 Soit X G p x q une partition orthogonale avec A/A = (ai x 
6 i) * ... * {am X bm) * (po X 9o) * (om X bm) * ... * (oi X bi). Alors les dijjerentes 
representations ^(A)^J associees a X sont soit toutes isolees dans le dual uni¬ 
taire de SOij(j)^q) soit toutes non isolees. Elies sont effectivement isolees si et 
seulement si 

1. mini(oi, 6 i) > 2 , et 

2. soit PO) 9 o > 2 et po qo > 5, soit poqo = 0, et 

3. X et X ne sont pas tous les deux triviaux et n’ont aucun angle _| en com¬ 

mun. 

Demonstration. Nous allons deduire la Proposition 14.21 des resultats de Vogan. 
D’apres le Theoreme A.10 de [HI, une representation cohomologique Aq est 
isolee si et seulement si q verifie certaines conditions (0) — (3). Vogan montre que 
Ton peut toujours, quitte a changer de representant pour la classe d’equivalence 
de Aq, choisir q de fagon a ce que la condition (0) soit satisfaite. Lorsque A C 
px q est une partition orthogonale et ±i, ±2 deux signes eventuels, notre choix 
“canonique” q(A)±J verihe toujours la condition ( 0 ) ([(A)^J n’a pas de facteur 
compact non abelien). La condition (1) (le centre du groupe L{X) est compact) 
est automatiquement verihee si p ou q est pair, elle decoule en toute generalite 
du fait que (po, qo) 7 ^ (1,1) (d’apres le point 3. de la Proposition). La condition 
(2) (le groupe L{X) n’a pas de facteurs simples locallement isomorphe a SO{n, 1) 
(n > 2), ou a SU{n, 1) (n > 1)) correspond exactement aux points 1. et 2. de 
la Proposition. II nous reste a exprimer la condition (3). 

La construction-classification de Vogan-Zuckerman m pour les Aq est la 
suivante. Tout d’abord on a Aq = Rq (C) ou C est la representation triviale de ( 
et le foncteur Rq = ^^™Ane) defini dans les references citees par [HHl- Soit 
f) une sous-algebre de Cartan 0-stable de [ contenant t ®. Supposons donne un 
systeme de racines positives A+(g, t)) pour (g, t)) tel que les racines de u soient 
positives. Alors, avec les notations usuelles : 

Ps = Pu 3- pi. 

®La sous-algebre f| est done egale a t sauf si p et q sont tous les deux impairs respectivement 
egaux a 2r + 1 et 2s + 1, auquel cas on peut ajouter a t I’algebre ^ ^ 0 ) ’ ^ dans 

le r -|- 1-eme bloc diagonal. 


42 



Le caractere infinitesimal de C[ est pi; X = pg verifie les hypotheses du Theoreme 
A.10 de |S3] pour A+(g, f)). 

Soit n C A+(g, t)) I’ensemble des racines simples et n([) le sous-ensemble 
forme des racines simples de 1. Alors la condition (3) de Vogan s’ecrit : 

{f3\X) = {P\pg)^l (4.1) 

pour toute racine imaginaire non compacte /3 G 11 orthogonale a 11(1). 

II s’agit d’expliciter gH). Nous aliens encore une fois distinguer trois cas 
suivant les parites des entiers p et q. 

p=2r et q=2s Dans ce cas 1) = t. Rappelons (§1.2) que nous considerons une 
sous-algebre parabolique q(A)^J associee a un element A = (xi,..., j/i,..., j/s) G 
it(i avec 

Xi > ... > Xr-i > |xr| > 0 et 2/s > ... > ?/2 > Iz/il > 0. 

Nous rassemblons les valeurs xi,, Xr-i, |xr|, 2/s, • • ■, 2 / 2 , |2/i| en une suite 
strictement decroissante 


Ui > U2 > ... > ut > 0 


et notons 


les valeurs non nulles de multiplicite > 1. Alors, 

(Xi, . . .,Xr-l, |Xr|) = (Xi > X2 > ... > Xq,j > Uj^ > . . . > Xq2 > > ■ ■ •)(4.2) 


^32 

(12 


et 


(ys, ■■ - ,2/2, |yi|) = {Vs > Vs-i > ... > y/3i > > ... > 2 /a 2 > ■ ■ ■)-(4-3) 

&1 t)2 

Si u; = 0 nous notons rp (resp. sq) la multiplicite avec laquelle 0 intervient dans 
(xi,...,xr-i,|xr|) (resp. ( 2 /s, ■ • ■, y 2 , |yi|))- 

Rappelons (cf. §1.2) que nous avons suppose [(A)^J sans facteur compact 
non abelien. Alors pour i = 1,... ,m, Ui et bi sont tous deux > 0 et si rg (resp. 
sg) est nul alors Sg (resp. rg) est < 1. 

Avec ces notations, le diagramme gauche 

A/A = (oi X 61) * ... * {am X bm) * {po X go) * {a-m X bm) * ... * (ai X 61), 

oil Po = 2rg, go = 2sg et le diagramme rectangulaire pg x go peut etre trivial (si 
Xr ou 2/1 est non nul). 

II s’agit maintenant de montrer que la condition 631 est equivalente au 
point 3. de la Proposition 14.21 

Soit W = Wg le groupe de Weyl de G (associe ausysteme A(g, (i)). Le groupe 
W est isomorphe au groupe E^+s x { — 1}’’+'*“^, {—1}’’+'*“! etant le sous-groupe 
de { — 1}’'+®, operant diagonalement, defini par ]/[sj = 1. 

II existe un element ic G IP tel que 

WX = (Vi, . . .,Vr+s), 
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ou 


(?;i, . . .tir+s-l, kr+s|) = (ui > W2 > . . . > Uj^ >...> Uj^ > . . . > Uk) 


ai+bi 


02+62 


et Uk apparait avec multiplicite rp + sq s’il est nul. Nous notons X' = wX. 

La base A+(g, t)) est une ensemble de racines positives a telles que (a, X) > 
0; w I’envoie sur un ensemble de racines telles que (a, X') > 0, que Ton prendra 
egal a I’ensemble usuel puisque X' est dominant. Alors 



et w envoie Porthogonal de n([) sur I’ensemble des racines telles que 


{i,i + 1} C {1,..., r + s} — 


(4.4) 


A (i > 1 ) etant le support de uj^ dans I’expression de X' et Iq etant le support 
de 0 dans X'. 

Par ailleurs, le systeme de racines etant de type Dr+s, = /3 si /3 G 11 et 
done ,pg) = 1. La condition 14.111 est done equivalente a 

II n’y a pas de racine imaginaire non compacte dans LI orthogonale a n([).(4.5) 

Soit done {i,i + 1} verifiant I4.4|l . Ceci implique done que i et i + \ appar- 
tiennent a une composante connexe de cardinal > 2 de {l,...,r + s} — U/i. 
Supposons par exemple que ai ou /3i > 1 et que oi + 61 > 2. Alors, dans I’ex¬ 
pression de A', * et i -I- 1 sont deux indices associes a Ui > Wi+i > uj-^. Alors 
i + 1} est associee dans les expressions 14.211 et 14.dll a deux couples de la 
forme (xi, |xi+i|), {xj, \yj'\) ou {yj, | 2 /j-i-i|) a gauche de uj-^. Dans le second cas, 
la racine de valeur Xj — \yjr\ est non compacte ce qui contredit 14.511 . 

Done Ml et U 2 sont tons deux (par exemple) de la forme (a;i,a: 2 ); il en est 
de meme pour X 2 et ^ 3 , etc. Ceci veut dire que pour tout j < ji on a uj = Xj et 
done ai = ji — 1 et /3i = 0. Le meme argument s’applique a toute composante 
connexe, et il est clair que 14.511 (et done 63J) est en fait equivalente au point 
3. de la Proposition 14.21 

p=2r et q=2s-|-l Cette fois encore f) = t. Nous considerons maintenant une 
sous-algebre parabolique q(A)± associee a un element Ai = {xi,..., Xr^yi, ■ ■ ■ ,ys) G 
it(i avec 


Xi > . . . > Xr-l > \Xr\ > 0 et J/s > . . . > 2/2 > 2/1 > 0. 


Nous rassemblons la encore les valeurs xi,, Xr-i, \xr\,ys, ■ ■ ■ ,y 2 ,yi en une 
suite strictement decroissante 


Ml > M2 > ... > U; > 0 


et notons 



les valeurs non nulles de multiplicite > 1. Les identites 14.211 et 14.311 sont encore 
verifiees, nous conservons les memes notations rp, sq, .... 
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II s’agit maintenant de montrer que la condition 63 est equivalente an 
point 3. de la Proposition^^ 

Soit W = Wo le groupe de Weyl de G (associe an systeme A(g,f))). Le 
groupe W est maintenant isomorphe an groupe E^+s x { —I}’'"'"®. 

II existe un element w G IP tel que 

WX = (Vi, . . ■,Vr+s), 


ou 


(vi, . . .Vr+s-l,Vr+s) = (ui > U2 > ■ ■ ■ > Uj^ >...> Uj^ > . . . > Mfc) 

ai+bi a2+b2 

et Uk apparait avec multiplicite tq + sq s’il est nul. Nous notons X' = wX. 

La base A+(g, ()) est une ensemble de racines positives a telles que (a, X) > 
0; w I’envoie sur un ensemble de racines telles que (a, X') > 0, que Ton prendra 
egal a I’ensemble usuel puisque X' est dominant. Alors 

wll = {ci = (0,... ,0,1,-1, 0,... ,0), J = I,... ,r + s - 1} 

U{77i = (0,..., 0,1,0,..., 0), J = I,..., r + s}, 


et w envoie I’orthogonal de n([) sur I’ensemble des racines et rjj telles que 

+ 1} C {1,.. .,r+ s} - (4.6) 

et 

J i U-oA. (4.7) 

Par ailleurs, le systeme de racines etant de type Br+s, = e* et 77 / = 2rii. 
On a done {et, Pq) = 1 pour i = I,..., r + s - I, {vt+s^Ps) = 1 et (ry^Pg) 7 ^ 1 
pour j = 1,..., r + s — I. La condition 63 est done equivalente a 

Aucune des racines {et : i = 1,..., r + s — 1} U {Ty^+s} /. 

n’est orthogonale a n([). \ > 

Soit done verifiant Ceci implique done que i et i + 1 appartiennent 

a une composante connexe de cardinal > 2 de {1,..., r + s} — UA}. Supposons 
par exemple que ai ou /3i > 1 et que oi + 61 > 2. Alors, dans I’expression de X' 
i et i + 1 sont deux indices associes a Ui > Ui+i > Uj^. Alors w~^ei est associee 
dans les expressions (I4.2|l et (14.311 a deux couples de la forme {xi, a;i+i), {xj,yj>) 
ou {yj,yj+i) a gauche de Uj^. Dans le second cas, la racine de valeur xj — yjr 
est non compacte. 

Done ui et U 2 sont tous deux (par exemple) de la forme (xi,X 2 ); il en est 
de meme pour X 2 et X 3 , etc. Ceci veut dire que pour tout j < ji on a Uj = Xj et 
done ai = ji — 1 et /3i = 0. Le meme argument s’applique a toute composante 
connexe, et il est clair que Ton obtient que pour les racines implique que 

A et A ne sont pas tous les deux triviaux et n’ont aucun angle_| en commun sauf 

peut-etre celui correspondant a la case (r, s + 1). Ce dernier cas est equivalent 
a ce que = Xr > 0 , alors la racine de valeur Xr est non compacte ce qui 
contredit (lOll pour la racine rjr+s- On obtient bien finalement que 114.811 (et 
done (14.Ill 1 est en fait equivalente au point 3. de la Proposition ^21 
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p=2r+l et q=2s+l Ce cas se traite de la meme maniere que les deux 
precedents sans aucune difficulte supplementaire. Ce qui conclut la demonstration 
de la Proposition 14.21 □ 

Remarquons la encore que la condition 3. de la Proposition oi est violee 
lorsque la representation cohomologique est une serie discrete : celles-ci ne sont 
pas isolees. 

Rappelons (§1.1) que la cohomologie de Aq n’apparait qu’en degres > R = 
R{q). 

Corollaire 4.3 Lorsque G est de rang 1 aucune representation cohomologique 
n’est isolee. Si G est de rang 2, il est du type SOo{2,n) avec n > 3 et si une 
representation cohomologique Aq n’est pas isolee, la cohomologie de Aq n’ap¬ 
parait qu’en degres k > [^]. Enfin si G est de rang > 3, il est du type SOo{p, q) 
avec p,q > 3 et si une representation cohomologique Aq n’est pas isolee, la 
cohomologie de Aq n’apparait qu’en degres k > p q — 3. 

Demonstration. Tout d’abord un calcul simple montre que si q = q(A)^J, 

ajbj - po9o j ■ 

Pour simplifier nous ne verifions le Corollaire oi que dans le cas p = 2r et 
q = 2s (les deux autres cas sont plus facile a traiter). Nous distinguons differents 
cas. 

- Supposons tout d’abord paqo = 0. 

Supposons que q viole le point 1. de la Proposition lO Alors (a I’ordre 
pres) on pent supposer oi = 1, 6i > 1. Alors 

m 

ajbj < CY a^){Y 

J=2 

done 



R > 2rs — bi — {r — l){s — bi) 

> rs + s + (r — 2)6i. 

Nous devons alors distinguer le cas r = 1 du cas r > 2. Si r = 1 et puisque 
bi < s, 


R> s = 



Alors que si r > 2 (et puisque bi>l), 


R> rs -\- r -\- s — 2. 


(4.9) 


(4.10) 


Supposons maintenant que q viole le point 3. de la Proposition 14.21 Alors, 
en particulier, ^ < r — 1 et X) ^ s — 1 et dans ce cas 


R > 2rs — {r — l)(s — 1) = rs + r + s — 1. (4.11) 
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- Supposons maintenant po et qo > 0. Nous continuous de noter po = 2ro et 
<?o = 2so. 

Supposons que q viole le point 2. de la Proposition 14.21 Alors poQo = 

4roSo = 4 et ^ aihi < (r — l)(s — 1) et dans ce cas 

R > 2rs — [r — l)(s — 1) — 2 = 7-5+ r + s — 3. (4-12) 

Supposons que q viole le point 1. de la Proposition o Alors (a I’ordre 

pres) on pent supposer oi = 1, 6i > 1 . Alors 

m 

ajbj + 2roSo < 2(r — l)(s — 1) + 1 


R > 2rs-2(r-l)(s-l)-l = 2r + 2s-3. (4.13) 

Supposons maintenant que q viole le point 3. de la Proposition ^21 Alors, 
en particulier, ^ + tq < r — 1 et ^ + sq < s — 1 et dans ce cas 

R>2rs- 2{r - l)(s - 1) = 2r + 2s - 2. (4.14) 

Les differentes inegalites (Em . (OIHi . (ETTli . (Edit . lEUt et (Edit im- 
pliquent le Corollaire EH □ 

Remarque. Du point de vue de la theorie des representations de G, ce resultat 
ne pent etre ameliore. Ainsi, lorsque p = 2 la representation A(([|])) est coho- 
mologique de degre R = [|] et n’est pas isolee d’apres la Proposition 14.21 Et, 
lorsque p,q > 3, la representation A{{q — 1,1^“^)) est cohomologique de degre 
i? = p + q — 3et n’est pas isolee d’apres la Proposition 14.21 

4.2 Isolation sous la condition (i = 0 

Soient G un groupe simple reel, K un sous-groupe compact maximal de G 
et (tt, 14) une representation irreductible unitaire de G. Soit I’espace des 
vecteurs AT-finis de la representation tt et considerons le complexe calculant la 
(g, Ar)-coliomologie de tt : 

...^C^tt)= HomK(A ^ C^+\tt) ^ .... (4.15) 

Nous dirons d’une representation cohomologique Aq de G de degre primitif 
R = i?(q) qu’elle est isolee sous la condition d = 0 si elle est isolee de I’ensemble 
des representations irreductibles unitaires telles que Im(d 7 {) = 0. 

Soit V I’ensemble de toutes les sous-algebres paraboliques 0-stables de g : 
q = I(q) -I- u(q). Notons 

tq = min{dim(u(q) (bp) : q S V}. (4.16) 

D’apres Parthasarathy Kumaresan IMI et Vogan-Zuckerman m , toute 
representation cohomologique non triviale de G est de degre primitif > ra- 
Remarquons que rc > rang]j(G) et que les cas ou I’inegalite est stricte sont 
rassembles dans |H1 §10.3]. En ce qui concerne les groupes 0{p,q) et U{p,q), 
rc = rangR(G) = min(p, q). 

Nous aurons besoin de la proposition suivante que nous deduisons facilement 
des travaux de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zuckerman. 
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Proposition 4.4 Si G n’est localement isomorphe ni a SO{n, 1) (n>2), ni a 
SU{n, 1) (n > 1), alors toute representation cohomologique Aq de degre primitif 
R = re est isolee sous la condition d = 0 dans G. 

Demonstration. Soit t C t une sous-algebre de Cartan comme dans la premiere 
section. Soit q = l + u G V telle que Aq soit de degre primitif R = re- Fixons 
un sous-systeme positif A+(l n £) du systeme de racines A(l n £, t). L’ensemble 

A+(t) = A+(i n t) u A(u n t) 

est alors un systeme de racines positives de t dans t. 

Rappelons que (A+(fi) etant fixe) les representations irreductibles de groupe 
compact K peuvent etre parametrees par leurs plus haut poids, qui sont des 
elements de t*. Notons 

/i(q) = representation de K de plus haut poids 2p(un p). 

C’est le iF-type minimal de la representation Aq. 

Rappelons maintenant la celebre inegalite de Dirac de Parthasarathy (cf. 
m (2.26)], 0 II.6.11], ISi Lemma 4.2]). 

Lemme 4.5 Soit (tt, 14-) une representation unitaire irreductihle de G et 
son {g, K)-module associe. Fixons une representation de t de plus haut poids 
X S t* et apparaissant dans ; et un sous-systeme positif de racines A+ (g) 
de t dans g. Notons p (resp. pc, Pn) dans t* la demi-somme des racines dans 
A+(g) (resp. A+(t), A+(p)4 de sorte que p = pc + Pn- Soit w un element du 
groupe de Weyl Wk = W{t, t) de t dans t, tel que w{x~ Pn) soit dominant pour 
A + ltl Alnm 

-^{n)>\\p\\^-\\w{x-Pn)FPc\\\ 

oil designe le casimir de g et la norme jj.jj est deduite de la forme de Killing 
sur g. 

Pour toute representation unitaire irreductible de G non triviale (tt, 14), le 
groupe H^'^~^{g, K,Vf^) = {0}. II en est de meme si tt est triviale puisque, 
G n’etant localement isomorphe ni a SO{n, 1) {n > 2) ni a SU{n, 1) (n > 1), 
0 < TG — 1 et done, Homif (/\’^‘^~ p, C) = {0}. La suite 14.15|l est done exacte en 
i = re — 1- Ceci reste vrai en i = re en dehors des representations tt telles que 
{g, K,V.^) = 0. Ces differentes representations ont des iL-types differents 
et sont done isolees les unes des autres. 

Si Aq n’est pas isolee sous la condition d = 0, il existe done une suite {TTi} 
de representations unitaires irreductibles de G telle que 

1. Hom/f(A'^"^p, 14 f) 4 {0} et, 

2. la suite ttAH) tende vers 0 lorsque i tend vers I’infini. 

Mais, I’ensemble des RT-types de P est fini et d’apres Kumaresan 
si X G t* est le plus haut poids d’un tel RT-type, 

IIpIP - \\wix - Pn) + PeW^ > 0, 

ou w est comme dans le Lemme 14.51 (Kumaresan montre plus precisemment 
qu’un RT-type de A* P verifie I’egalite 

IIpIP - \\w{x - Pn) + Pc\\^ = 0 
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est necessairement de la forme /i(q) pour une certaine sous-algebre parabolique 
q C g.) D’apres le Lemme EM il existe done une borne inferieure strictement 
positive uniforme de I’ensemble des nombres reels —7r(f2) tels que tt soit une 
representation unitaire irreductible de G verifiant Homi^(/\^~^ p, ^ {0}. 
Ce qui contredit I’existence de la suite {71^} et conclut la demonstration de la 

Proposition ^31 D 

Corollaire 4.6 La representation cohomologique ^((1^)) du groupe SOo{p,q) 
(2 < p < q) est isolee sous la condition d = 0. 

Demonstration. Puisque si G = SOo{p,q) (1 < p < q), le degre re = p, le 
Corollaire 14.61 decoule trivialement de la Proposition 14.41 tant que p > 1. □ 


4.3 Isolation dans le dual automorphe 

Dans deux articles fondamentaux, Arthur a donne une description conjec- 
turale des representations des groupes reductifs qui peuvent apparaitre dans 
L^(r\G) pour un sous-groupe de congruence. Avec Clozel dans |H], nous avons 
deduit de la theorie d’Arthur a minima des limitations severes sur les car- 
acteres infinitesimaux des representations pouvant apparaitre dans L^(r\G) 
lorsque G“ = U{n,l) ou 0{n, 1). 

Soit G un groupe algebrique semisimple et connexe sur Q. Comme dans |5] 
nous notons 

a(r\G) = {tt G : tt (x L‘^{T\G(R))} 

le spectre de L'^(T\G), 011 T est un sous-groupe de congruence de G et oc signifie 
“etre faiblement contenue”. Nous notons de plus 

GAut = U^(r\G) 
r 

le dual automorphe de G, oil la reunion est prise sur I’ensemble des sous-groupes 
de congruence de G et I’adherence est prise dans le dual unitaire G(R) de G(R). 

Dans [S] avec Clozel nous avons montre comment deduire la conjecture suiv- 
ante d’une Conjecture de changement de base pour les groupes unitaires, cas 
faible des Conjectures d’Arthur. 

Conjecture 4.7 Supposons G“ = U{p,q). Soit tt une representation coho¬ 
mologique de G(K.), alors la representation tt est isolee dans 

{tt} U GAut- 


Le cas du groupe 0{p,q) est plus delicat. L’analogue de la Conjecture 14.71 
est d’ailleurs fausse en general pour le groupe 0{p,q). 

La Conjecture suivante pourrait surement etre deduite des conjectures generates 
d’Arthur (lorsque p = 1 nous montrons dans [H] qu’elle decoule d’une version 
faible des Conjectures d’Arthur). 

Conjecture 4.8 Supposons G'^'^ = 0{p,q). Chaque representation cohomologique 
A((l*)), pour Q <i < q/2 — 1 est isolee dans le dual automorphe Gaui de G. 
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On ne connait que tres pen de cas des Conjectures 14.71 et 14. XI Dans m 
Clozel demontre que la representation trivial est toujours isolee dans le dual 
automorphe. Dans [HI avec Clozel, nous demontrons la Coniecture ld.Tl oour p = 1 
et TT de degre fortement primitif egal a 1. Dans les deux cas les demonstrations 
utilisent un argument de reduction du a Burger et Sarnak m- 

De maniere similaire au §3.2 on pent evidemment etudier I’isolation d’une 
representation cohomologiques sous la condition d = 0. La demonstration de 
P Theoreme 2.3.3] et les resultats mentionnes dans le paragraphe precedent 
impliquent alors les deux analogues automorphes suivant du Coro1laire l4.til 

Proposition 4.9 La representation cohomologique A((l)) du groupe SOo{l,q) 
ft ^ q) sst isolee dans le dual automorphe sous la condition d = 0. 

Proposition 4.10 Les representations cohomologiques de degre 2 du groupe 
SU(l,q) fl < q) sont toutes isolees dans le dual automorphe sous la condition 
d = Q. 

5 Restriction des representations cohomologiques 

Dans cette section nous etudions la possibilte pour la restriction d’une representation 
cohomologique de G a un sous-groupe H de contenir (discretement) une representation 
cohomologique. Ce probleme a ete etudie par differents auteurs citons notam- 
ment les travaux de Kobayashi isil, Harris et Li m et mon article pp. Nous 
nous plagons tout d’abord dans une cadre general. 

5.1 Restriction et series discretes 

Soit G un groupe de Lie (reel) reductif connexe a centre compact et avec un 
sous-groupe de Cartan compact. Le groupe G possede alors une serie discrete. 
Commengons par etudier le probleme de la restriction des representations de la 
serie discrete de G a un sous-groupe de G. Soit done LI un sous-groupe reductif 
connexe ferme dans G. Supposons que I’intersection = K r\ H d’un sous- 
groupe compact maximal K de G soit un sous-groupe compact maximal dans 
H. Le theoreme suivant se deduit immediatement des travaux de Li m et de 
Harris et Li, en particulier de ESI Proposition 1.2.3]. 

Theoreme 5.1 Soit p une representation unitaire irreductible de la serie diserHe 
de G de plus has K-type r. Soit tt une representation de la serie diserHe de H de 
plus has -type a. Supposons que le -type a intervienne dans la restriction 
de T a . Alors, la representation tt est equivalente a une sous-representation 
irreductible de p\H- 

Demonstration. II est bien connu, cf. |2X|. que la representation p admet un 
unique plus bas K-type qui est done r. Notons Pr la projection orthogonale sur 
la T-composante de p et posons 

■ippix) = ^.^^^^ tr(H,-/9(a:)Pr), x GG. 

Pour appliquer ESI Proposition 1.2.3] a la representation p, il nous suffit done 
de veriher que 
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1. la restriction Ae p k H est fortement ; 

2. la fonction ijjp verifie la formule de Flensted-Jensen. 

Nous renvoyons a ou pour la definition de la formule de Flensted-Jensen. 
II suffit id de noter que Flensted-Jensen demontre precisemment dans ca que 
celle-ci est verifiee par tpp des que p appartient a la serie discrete de G. Le point 
2. est done verifie. 

Rappelons maintenant qu’une representation unitaire p de H dans un espace 
de Hilbert Tip est fortement si elle est fortement pour tout p > 2. Ft 
qu’elle est fortement LP si, pour un ensemble dense de vecteurs dans Hp, les 
coefficients matriciels associes sont tons dans Lp{H). 

Ici la representation p appartient a la serie discrete de G, elle est en parti- 
culier temperee. Notons I’espace des vecteurs iF-finis dans Tip. Soit Sg la 
fonction spherique d’Harish-Chandra |221 (dans |2Hli la fonction Sg est appelee 
p®). Puisque p est temperee, pour tous u,v £ on a 

\ipi9)u,v)\ < Gu,v^g{9), (5-1) 

ou Cu,v est une constante qui depend de m et mais pas de g. Fixons deux 
decompositions compatibles G = KAN et H = et notons p (resp. 

p^) la demi-somme des racines de (0,a) (resp. (f),a'^)) positives pour N (resp. 
N^). II est immediat que p > p^. La Proposition 7.15 de m implique alors 

2G(a) < (const)e“^ ioga(i _|_ \\a\\)‘^, 

pour a G A^ et ou d est une certaine constante > 0. La demonstration de I2HI 
(7.52)] implique alors immediatement que la fonction Sg restreinte a H est dans 
LP[H) pour tout p > 2. Puisque le sous-espace est dense dans Hp I’inegalite 
dEIl) implique finalement que la restriction de p k H est fortement . Ce 
qui permet de conclure la demonstration du Theoreme lO en appliquant |23| 
Proposition 1.2.3]. □ 

Nous allons maintenant chercher a etudier un probleme analogue dans le cas 
des representations cohomologiques des groupe unitaires et orthogonaux. L’idee 
est de se ramener au Theoreme l5.1l a I’aide de la correspondance theta locale. 
Commengons par quelques rappels a ce sujet. 

Soit (G, G') une paire reductive duale irreductible de type I dans le groupe 
symplectique Sp = Sp2n{^) (nous renvoyons a Particle [2n] de Howe pour plus de 
precisions concernant cette terminologie). Soit Sp le revetement metaplectique a 
deux feuillet de Sjl Etant donne un sous-groupe E de Sp nous notons E son im¬ 
age inverse dans Sp. Dans Hi], Li etudie la correspondance theta locale entre les 
representations de la serie discrete de G' et les representations cohomologiques 
unitaires de G. Nous exploitons maintenant les resultats (et methodes) de Li 
pour faire correspondre au Theoreme o un theoreme sur la restriction des 
representations cohomologiques. 

Rappelons (cf. ESI) qu’une paire duale irreductible de type I est construite 
comme suit. Soit D Pune des trois algebres a division sur K [D est done egal a 
K, C ou H, Palgebre des quaternions), munie de son involution standard *. (L’in- 
volution * est done triviale dans le premier cas et est la conjugaison complexe 
(resp. quaternionique) dans les deux derniers cas.) Soient V et V deux espaces 
vectoriels de dimension finie sur D equipe de deux formes *-sesquilineaires non 


51 


degenerees (.,.) et (.,Tune *-herinitienne et I’autre *-anti-hermitienne. Soient 
G et G' les groupes d’isometries respectifs de (.,.) et (.,Alors (G, G') est une 
paire duale irreductible dans Sp = Sp2n0^), ou 

2n = dimR(Z?)(dim£) y)(dim£) V'). 

Nous supposerons toujours que la “taille” de G' est inferieure a celle de G, a 
savoir que 


dimu V > dimu V'. 


(5.2) 


Nous notons enfin 

f SO{p,q) si G = 0{p,q) 

Gi = <^ SUip,q) si G=U{p,q) (5.3) 

[ G sinon. 

Considerons maintenant Aq une representation cohomologique de Gi as- 
sociee a une sous-algebre parabolique 0-stable q = I © u du complexifie g de 
I’algebre de Lie go de Gi. Posons 1° = 1 n go. Nous considerons dans cette 
section les representations cohomologiques Aq verifiant la condition 

[*^ = lo ® Soj (5-4) 

ou [q est une algebre de Lie compacte et gj est du “meme type” que go, c’est 
a dire isomorphe a I’algebre de Lie du groupe des isometries de (., .)|vi, oir 
est un sous-espace non degenere de V. 

D’apres 133 Theorem 6.2], il existe une representation n' de la serie discrete 
de G' telle que tt' admette un releve theta non trivial au groupe G tt dont la 
restriction au sous-groupe Gi C G soit precisemment la representation Aq. 

Precisons un peu ce resultat en supposant G non compact. Soit la 

representation de Weil du groupe Sp munie de sa structure unitaire. L’un des 
deux groupe G, G' est de type hermitien nous supposerons que c’est le cas de 
G'. Soient K et K' deux sous-groupes compacts maximaux respectifs de G et 
G' et M' D G' le centralisateur de K dans Sp. Puisque G n’est pas compact, 
M' = G' X G' et (AT, M') forme une paire duale dans Sp. Et puisque K est 
compact, il est bien connu que comme representation unitaire dans I’espace 
de Hilbert 3^, la restriction de w a AT • M' se decompose en une somme directe 
cri®Pi de representations unitaires irreductibles de K-M'. La correspondance 
theta est alors <Ji <-> pi. Cette correspondance est connue et explicitee dans 
[ 331 , chaque pi ainsi obtenue est une representation unitaire de plus haut poids 
de M'. Soit <j le plus bas AT-type de la representation tt. La representation <j 
intervient dans la correspondance duale avec M'. Notons a® p' le facteur direct 
correspondant dans la decomposition en irreductibles de la la restriction de a; a 
K ■ M’. Soit t' le plus bas A'-type de p', vue comme representation de K' x K', 
t' = cTi ©(72. La restriction de t' a la diagonale K' C K' x K' contient un facteur 
irreductible tr' dont le plus haut poids est egal a la somme des plus hauts poids 
de a I et cr 2 . La representation a' est precisemment le plus bas AT'-type de tt'. 

Suivant Kudla 133 ], nous dirons que deux paires reductives duales irreductibles 
et de type I et (G, G') dans le groupe symplectique Sp sont en balance 

(“see-saw”) si iL C G et (done) G' C H'. Considerons done deux telles paires 
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en balance, ce que nous representons par le diagramme 

G H' 

I X I 
H G' 

Mettons ici en balance la paire (G, G") et la paire {K,M'). Puisque K est 

compact, la correspondance de Howe est classique pour la paire {K,M'), 

autrement dit la representation a p' de K ■ M' est equivalente a une sous- 
representation irreductible de la restriction de uj k K ■ M'. En particulier la 
representation p' de M' est equivalente a une sous-representation irreductible 
de la restriction de a; a M'. Une generalisation due a Li |2H1 Theorem 4.1] du 
Theoreme ED implique (puisque 1) p' est une representation unitaire de plus 
haut poids et 2) la restriction de w a G' est fortement que la representation 

tt' de G' est equivalente a une sous-representation irreductible de la restriction de 
p' et done deuj kG'. La representation tt' intervient done dans la correspondance 
de Howe . D’apres Howe EH Theorem 6.1], la representation tt (g) tt' de G ■ G' 
est alors equivalente a une sous-representation irreductible de la restriction de 
w a G • G' et elle intervient avec multiplicite un. La composante 7r-isotypique 
3^(7r) de la representation unitaire (w, 3^) est isomorphe a 7r(g)7r' et coincide done 
avec la composante Tr'-isotypique 3^(7r'). 

On pent alors appliquer dans ce contexte une idee due a Howe m- Etant 
donnees deux paires reductives duales irreductibles de type I (iL, H') et (G, G') 
en balance dans le groupe symplectique Sp et ir ^ tt' (resp. a ^ a') des 
representations intervenant dans la correspondance de Howe pour la paire 
(G, G') (resp. {H, H' j). Supposons que la representation n' de G' soit equivalente 
a une sous-representation irreductible de la restriction de a' kG'. La composante 
7r'-isotypique de 3^(cr) est alors non triviale = y{(T(g)Tr'). Mais G' et H commutent 
dans Sp et done 

y{'K'){a) = y{a (g) tt') = y{a){TT'). 

Puisqu’enfin 3^(7r') = tt ^ tt' , la representation a de H est necessairement 
equivalente a une sous-representation irreductible de la restriction de tt k H 
et intervient avec la meme multiplicite que tt' dans a'. 

Dans la prochaine section nous appliquons ce principe pour deduire du 
Theoreme o des resultats analogues pour les representations cohomologiques 
des groupes unitaires et orthogonaux. 

5.2 Restriction de representations cohomologiqnes 

Nous revenons maintenant au cas G“ = U{p, q) ou 0(p, q) et supposons que 
G contient un sous-groupe H tel que = U{p,q — r) ou 0{p,q — r), plonge de 
maniere usuelle (stable par I’involution de Cartan) et avec 1 < p,q et 1 < r < q. 

Soient tt une representation unitaire irreductible de G et tt' une representation 
unitaire irreductible de H. Par definition la multiplicite de tt' dans tt]^[j est le plus 
grand entier m tel que tt\h contienne m sous-espaces irreductibles 2 a 2 orthog¬ 
onaux sur chacun desquels I’action de H est equivalente a la representation tt'. 
Soit V I’espace de la representation tt (e’est egalement I’espace de la representation 
tt\h)- Soit U' C U le plus grand sous-espace sur lequel I’action de H est 
equivalente a un multiple de tt' . Soit /3 : U —> U' la projection orthogonale cor- 
respondante. Soit K le sous-groupe compact maximal de G“ et 
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Notons Vo (resp. Vq) le (g, iir)-module (((), iir^)-module) constitue des vecteurs 
if-finis de V (resp. if^-finis de V). On a alors une application naturelle 

H*{q,K-Vo)^H*{\),K^-X), (5.5) 

obtenue en composant 

H*{q,K;Vo) ^ 

on la premiere application est obtenue en restreignant de (g, K) a (1), K^) et la 
seconde est induite par la projection j3 '.Vo ^ Vj). 

Nous demontrons maintenant les deux theoremes suivant concernant la re¬ 
striction de certaines representations cohomologiques respectivement dans le cas 
unitaire et dans le cas orthogonal. 

Theoreme 5.2 Soient H = U{p,q — r) C U{p,q) = G oil I’inclusion est I’inclu- 
sion standard, 1 < p,q et 1 < r < q. Alors, pour tout couple d’entiers naturels 
(i,j) tel que i + j < q — r, 

1. la representation cohomologique {{q—r—jY))H de H apparait avec 

multiplieite un dans la restrietion a H de la representation cohomologique 

jY)) de G, et 

2. I’application naturelle en cohomologie 

HP^'PY0,K;AiX,iid-jY))) 

^ HP-’P^t), K^; AiiiP), {{q-r- ) 

est un isomorphisme d’espaces de dimension un. 

Theoreme 5.3 Soient H = SOo{p,q — r) C SOo{p,q) = G oil I’inclusion est 
I’inclusion standard, 1 < P,q et 1 < p < q- Alors, pour tout entier naturel 
i < (q-r)/2, 

1. la representation eohomologique A{{iP)y^ de H apparait avec multiplieite 
un dans la restriction a H de la representation cohomologique A{{iP)) de 
G, et 

2. I’application naturelle en cohomologie 

HP\q, K- AiiiP))) ^ HP\l), K^- AiiiP))^) (5.8) 

est un isomorphisme d’espaces de dimension un. 

Demonstrations. Ces deux Theoremes se demontrent de la meme maniere. Nous 
commengons par demontrer le point dans le cas des groupes orthogonaux. Nous 
allons travailler avec le s g roupes Ojp, q) et Oip,q — r) x 0(r) et done avec les 
representations AHiP)) et AHiP))^ ; cette derniere representation etant triviale 
sur le facteur 0(r) (nous la considererons tour a tour comme une representation 
de 0(p, q — r) X 0(r) on de 0(p, q — r)). En regardant les iti-types, il est facile 
de verifier que la restriction de AHiP)) an groupe SOoip,q) reste irreductible 
et est egale a AHiP)), tant que i < q/2. Quand q — r = 2t, la restriction 
de AiiiP))fj au groupe SOoip,q — r) x SOoir) est somme directe des deux 
representations irreductibles AHiP))'^ et A((tP))j^ de SOoip,q — r). Dans tons 
les cas la multiplieite de la representation A((tP))J dans la restriction k H de 


(5.7) 
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la representation de G est done egale a la multiplicite de A{{iP))^ dans 

A{(iP)). C’est cette derniere multiplicite que nous calculous maintenant. 

Ce calcul repose sur la correspondance theta locale. Nous considerons les 
inclusions 

0(r) X 0(p, q-r) C 0{p, q) 
et 

5'p(2*,K.) c 5'p(2i,R) x S'p(2z,R) 

(plongement diagonal). Les paires (0(p, q), Sp(2i,R)) et (O(r)xO(p, q—r), Sp(2i,]&)x 
Sp{2i,M.)) sont des paires reductives duales en balance dans Sp 2 i{p+q) ■ 

0{p,q) Sp(2i,]&.) X Sp{2i,'R) 

I X I (5.9) 

0{r) X 0{p,q — r) Sp{2i,M.) 

Soient tt, tti et tt 2 les releves respectifs an groupe Sp{2i,R), via la correspon¬ 
dance theta locale, de la representation A((zp)) de 0{p, q), de la representation 
triviale de 0(r) et de la representation A((zp))^ de 0{p,q — r). Dans jSH], Li 
montre par la methode que nous avons rappele au paragraphe precedent que 
ces representations interviennent dans la correspondance il decrit de plus 
explicitement les releves theta locaux de ces representations cohomologiques. 

Sous I’hypothese 2i < q — r, Li montre que les trois representations tt, tti 
et 7^2 sont toutes des series discretes, de plus bas iL-types (ayant pour plus 
haut poids) respectifs (—(p-|-q)/2,..., —(p-|-q)/2), (—r/2,..., —r/2) et {—{p + 
q — r)/2 ,..., —{p + q — r)/2). Remarquons que la somme des deux derniers 
poids est egale au premier poids. Puisque tti et 7r2 sont des series discretes, 
elles contiennent leur plus bas RT-type avec multiplicite un, le RT-type (—(p -I- 
q)/2,..., — (p -I- q)/2) apparait done avec multiplicite exactement un dans la re¬ 
striction du produit tensoriel tti 0 7r2. Le Theoreme o implique alors que la 
representation tt apparait avec multiplicite exactement egale a 1 dans le produit 
tensoriel tti0tt2. Le resultat de Howe rappele au precedent paragraphe implique 
alors que la multiplicite de la representation A((iP))^ dans la restriction a H 
de la representation A{{iP)) de G est exactement egale a 1. Ce qui conclut la 
demonstration du premier point dans le cas orthogonal. 

La demonstration dans le cas unitaire est identique (elle est meme un peu 
plus simple puisque les groupes sont connexes) en utilisant les groupes en balance 
suivants : 


U{p,q) U{i,j) X U{i,j) 

I X I 

U{r) X U{p,q-r) U{i,j) 

II nous reste a montrer les deuxiemes points des Tbeoremes l5.2l et l5.1 51 Nous 
voulons done demontrer que les applications naturelles inzoi et 115.1511 sont des 
isomorphismes entre espaces de dimension un. La demonstration est similaire 
dans les cas orthogonaux et unitaires. Pour changer nous allons maintenant 
traiter le cas unitaire. 

Dans m Vogan et Zuckerman demontrent que les espaces des deux cotes de 
(E3 sont de dimension un. Rappelons que V{{iP), {{q — jY)) (resp. V{{iP), ((q — 
r — JYYh) est le plus bas RT-type de la representation A{{iP), ((q — jY)) (resp. 
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Le membre de gauche (resp. droite) de (15.711 est iso- 

morphe a 


(resp. UouiKiA^''^^ pH,V{{iP),{{q-r - jyj)H))- 

La demonstration de la premiere partie du Theoreme et le Lemme l2.dl ('ce serait 
le Lemme dans le cas orthogonal) impliquent que I’application composee 

vm, ((9 - jy)) - Am, ((?- ^ - jy))H - vm, nq-r- jy^nmi) 

ou la premiere application est la restriction de la projection orthogonale /3 et la 
deuxieme application est la projection sur le plus bas K^-type, est non nulle. 
Elle est done surjective, puisque le membre de droite de irnii est irreductible. 

De plus, le plus haut poids apparait avec multiplicite un dans chacune des 
extremites de (ICTTll . L’ application irrni envoie done un vecteur de plus haut 
poids non nul vers un vecteur de plus haut poids non nul. Compte tenu de (IFIUI) 
ceci implique que I’application dsa est bien un isomorphisme. □ 

Aux vus des Lemmes OetESl nous conjecturons plus generalement les 
enonces suivants. 

Conjecture 5.4 Soient H = U{p,q — r) C U{p,q) = G ou I’inclusion est 
I’inclusion standard, 1 < p,q et 1 < r < q. Soient X et p deux partitions 
incluses dans p x q formant un couple compatible. 

1. La restriction a H de la representation cohomologique A(X, p) de G con- 
tient (discretement) une representation cohomologique de degre fortement 
primitif |A| + |/t| si et seulement si la partition {r^) s’inscrit dans le di- 
agramme gauche p/X. Elle contient dans ce cas la representation coho¬ 
mologique A{X, p — yp)) de H avec multiplicite exactement egale a 1. 

2. Supposons que la partition IjP) s’inscrive dans le diagramme gauche p/X. 
Alors, I’application naturelle en cohomologie 

(0, K- A{X, p)) ^ (f), A(A, p - {rP))H) 

est un isomorphisme d’espaces de dimension un. 

Conjecture 5.5 Soient H = SOo{p,q — r) C SOo{p,q) = G ou I’inclusion est 
I’inclusion standard, l<p,qetl<r<q. Soit X une partition orthogonale 
dans p X q. 

1. La restriction a H de la representation cohomologique A(A)^^ de G con¬ 
tient (discretement) une representation cohomologique de degre fortement 
primitif |A| si et seulement si la partition (rP) s’inscrit dans le diagramme 
gauche A/A. Elle contient dans ce cas la representation cohomologique 
A(A)^^ de H avec multiplicite exactement egale a 1. 

2. Supposons que la partition (rP) s’inscrive dans le diagramme gauche A/A. 
Alors, I’application naturelle en cohomologie 

(0, K-, A(A)±J) -> (f), A(A)±J) 

est un isomorphisme d’espaces de dimension un. 
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Remarquons enfin qu’en considerant les paires {U{p, q), U{i)) et (0(p, q),Sp{2i, R)) 
en balance dans Sp 2 i(p+q) ■ 


U{p,q) U{i) 

X 

0{p,q) X S'p(2i,R), 

la demonstration des Theoremes OetEISl implique le theoreme suivant. 

Theoreme 5.6 Soient H = 0{p, q) C U(jp,q) = G oil I’inclusion est I’inclusion 
standard, 1 < p,q. Alors, pour tout entier naturel i < qj^, 

1. la representation cohomologique A{(iP))pj de H apparait avec multiplicite 
un dans la restriction d H de la representation cohomologique A{(iP)) de 
G, et 

2. I’application naturelle en cohomologie 

HP^’\q,K-A{{iP))) ^ (5.12) 

est un isomorphisme d’espaces de dimension un. 

Nous conjecturons plus generalement I’enonce suivant. 

Conjecture 5.7 Soient H = 0{p,q) C U(j),q) = G ou I’inclusion est I’inclu- 
sion standard, 1 <p,q. Soient X et p deux partitions incluses dans pxq formant 
un couple compatible. 

1. Si la restriction a H de la representation cohomologique A(A, p) de G con- 
tient (discretement) une representation de degre fortement primitif\X\ + \p\ 
alors A = 0 ou p = p x q. 

2. Supposons par example p = pxq. Alors la restriction a H de la representation 
cohomologique A(A) de G contient (discretement) une representation de 
degre fortement primitif |A| si et seulment si la diagramme est A est or¬ 
thogonal. Elle contient dans ce cas la representation cohomologique A{X)^ 
de H avec multiplicite exaetement egale a 1. 

3. Supposons que la partition X est orthogonale. Alors, I’application naturelle 
en cohomologie 

H^^^’°{2,K;A{X)) ^ (5.13) 

est un isomorphisme d’espaces de dimension un. 

5.3 Produits tensoriels de representations cohomologiques 

La demonstration des Theoremes l5.2l et l5.15l Deut egalement s’appliquer aux 
paires d’espaces symetriques reels respectifs 

U{p,q)/{U{p,q-l-k)xU{l)xU{k)) 

C {U{p,q) X U{p,q))/{{U{p,q- 1) x U{1)) x {U{p,q-k) x U{k))) 


et 

SOo{p, q)/{SOo{p, q-l-k)x SO{l) X SO{k)) 

C (SOoip, q) X SO^{p, q))/{{SO^{p, q-l)x SO{l)) X (SOoip, q-k)x SO{k))). 
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La consideration des paires reductives duales en balance : 

U{p,q) X U{p,q) U{i + k,j + l) 

I X I 

U{p,q) U{i,j)xU{k,l) 

et 

0{p,q)xO{p,q) Spi2{k + l),R) 

I X I 

0{p,q) Sp{2k,M.) X Sp{2l,M.) 

permet alors de deriver les deux theoremes suivants. 

Theoreme 5.8 Soit G = U{p, q), 1 < p^q. Alors, pour tout quadruplet {i,j, k, 1) 
d’entiers > 0 de somme i-\-j-\-k-\-l<q, 

1. la representation cohomologique A(({i + k)P), ((g — j — l)^)) de G apparait 
avec multiplicite un dans le produit tensoriel des representations coho- 
mologiques A({iP), {{q — j)P)) et A{{kP), {(q — l)P)) de G, et 

2. rapplication “cup-produit” 

K- A{{ir>), {{q - jY))) 0 K- AiikP), {{q - lY))) 

^ HPi^+k),PU+i) (g, K-, A{{{i + kY), {(g - j - lY))) ^ ’ 

est un isomorphisme d’espaces de dimension un. 

Theoreme 5.9 Soit G = SOo{p,q), 1 <p,q. Alors, pour tout couple d’entiers 
> 0 de somme k + I < q/2, 

1. la representation cohomologique A{{{k + lY))^ de G apparait avec mul¬ 
tiplicite un dans le produit tensoriel des representations cohomologiques 
A{{kP)Y etAYlP))^ de G, et 

2. rapplication “cup-produit” 

HpYq, K; AiikP))^) 0 HP‘is, K- A{{Ip))^) 

est un isomorphisme d’espaces de dimension un. 

De maniere similaire a la Conjecture lOl et an vu de nous conjecturons 
de plus le resultat suivant. 

Conjecture 5.10 Soit G = U{p,q), 1 < p,q. Soient {X,p) et {a, (3) deux cou¬ 
ples compatibles de partitions incluses dans p x q. 

1. Le produit tensoriel des representations cohomologiques ^(A, p) et A(a, (3) 
de G contient (discretement) une representation cohomologique de degre 
fortement primitif\X\-\-\fl\-\-\a\-\-\/3\ si et seulement si il existe une partition 
V <Z p X q telle que v (resp. v) s’inscrive dans le diagramme gauche p/X 
(resp. (3/a). 

2. S’il existe une partition v C p x q telle que v (resp. v) s’inscrive dans 
le diagramme gauche p/X (resp. (djoi), on peut choisir v telle que \v\ = 
|a| + |/3| et telle que I’image de v dans p/X reunit a X definisse une partition 
X\iivCp formant un couple compatible avec p ^. Le produit tensoriel de 
A{X, p) et A{a,j3) de G contient alors (discretement) la representation 
cohomologique ^(A l±l z/, /r). 

®On peut effectivement deduire cela dans le cas de a I’aide de |2] Lemme 27] par 
recurrence et en distingant les cas pi + ... + pm < on = p. 
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3. La representation cohomologique A(A W v, p) intervient avec multiplicite 
exactement egale a 1, et I’application naturelle en cohomologie 


(g, K; Al(A, fi)) 0 (g, K; A{a, (5)) 

ijl^l+l^l+l“l+l^l(g,if;A(Al±lz^,Ai)) 


est un isomorphisme d’espaces de dimension un. 

Finalement les Coniectures l5 . 7l et l5 . lOl impliaue une conjecture analogue dans 
le cas des groupes orthogonaux, nous laissons le soin au lecteur d’eventuellement 
I’enonce. 

5.4 Representations cohomologiques discretement decomposables 

Soit toujours G un groupe de Lie reel reductif et connexe. Considerons H un 
sous-groupe ferme reductif tel que I’intersection — K f] H du sous-groupe 
compact maximal K de G avec H soit un sous-groupe compact maximal de 
H. On dit (voir [SI Definition 1.1, 1.2]) qu’un (g, iL)-module unitarisable et 
irreductible est discretement decomposable si, vu comme (f), iir^)-module, il est 
isomorphe a une somme directe de ((), iL^)-modules irreductibles. 

Soit TT une representation unitaire irreductible de G. Remarquons que si 
la restriction 'K\Kn est -admissible, autrement dit si chaque representation 
irreductible de n’intervient qu’avec une multiplicite finie (peut-etre nulle) 
dans j alors le (g, i4r)-module associe a tt est discretement decomposable 
comme ((), if^)-module et chaque sous-(f), it'^)-module irreductible est de mul¬ 
tiplicite finie (voir pm Proposition 1.6(2)]). 

Supposons maintenant que H soit un sous-groupe ouvert du groupe des 
points fixes d’une involution r sur G qui commute a I’involution de Cartan de 
G. Nous notons to± = {X G to : ''■(-^) = dzX}. Fixons to une sous-algebre 
de Cartan r-stable de to telle que to- = to C to- soit un sous-espace abelien 
maximal de to-. Soit A(t, t) (resp. Il(t, t-)) le systeme de racine (restreint) de 
t par rapport a t (resp. t-). Fixons alors deux sous-systemes positifs A+(t,t) 
i;+(t,t-) compatibles. 

Soit maintenant q = q(A) une sous-algebre parabolique 0-stable de g definie 
par A G ito dominant par rapport a A+(t, t). L’ensemble 



definit alors un cone ferme dans it^. 

Le theoreme suivant, du a Kobayashi, se deduit alors de (HOI Theorem 3.2] 
et Theorem 4.2]. 

Theoreme 5.11 Conservons les notations ci-dessus. Alors, les trois conditions 
suivantes sont equivalentes. 

1 . M+(un p) n tto- = {0}. 

2. la restriction A^ de la representation cohomologique Aq de G est - 
admissible. 

3. le (g, K)-module Aq est discretement decomposable comme (f), K^)-module. 
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Nous aliens maintenant verifier le critere 1. du Theoreme pour {G,H) = 
{U{p,q),U{p,q-r) x U(r)) (resp. = {SOo{p, q), SOo{p, q - r) x SO{r))). Nous 
en deduirons finalement de nouveaux cas de la Coniecture l5.4l 


Le cas unitaire Nous supposons done maintenant (G, H) = {U{p, q),U{p,q — 
r)xU (r)) avec 2r < q, oil le plongement U (p, q—r)xU (r) U (p, q) est standard 
donne par : 

Apres conjugaison par la matrice 


( Ip 

V 


J_1 

0 

-Li 


o 

Ig—2r 

0 


A- T 

0 

J_ / 

) 


G G 


(ici Ir designe la matrice identite de taille r et A- designe la matrice carree 
r X r avec que des 1 sur I’anti-diagonale), on obtient un plongement de H 
dans G pour lequel le sous-espace to de go constitue des matrices diagonales 
(a coefficients imaginaires purs) soit une une sous-algebre de Cartan r-stable 
de to telle que to- = to H to- soit un sous-espace abelien maximal de to-. Si 
nous notons comme d’habitude {xi,..., Xp;yi,... ,yq) les elements de ito, le 
sous-espace ito- est constitue des elements 


(0, . . . , 0; -Ml, . . . , -Ur, 0, . . . , 0, Mr, . . . , Ml). 

Considerons maintenant q = q(A, p) la sous-algebre parabolique 0-stable 
associee a un couple compatible de partitions (A, p). Les racines de t dans p n u 
sont alors les Xi — yj lorsque la case de coordonnees (i, j) dans p x q appartient 
a A et les yj — Xi lorsque la case de coordonnees (*,j) n’appartient pas a p. 
Celles-ci correspondent respectivement aux vecteurs {ei;—fj) et (—ei;/_,) dans 
ito- Le cone ferme M’*’(unp) intersecte done non trivialement le sous-espace ito- 
si et seulement s’il existe un couple d’entiers {i,j) dans [l,p] x [l,r] tel que 

- la case de coordonnees {i,j) dans p x q appartienne au diagramme A, et 

- la case de coordonnees {i,q — j + 1) dans p x q n’appartienne pas au 
diagramme p. 

Remarquons que si e’est le cas pour un couple (i, j), e’est egalement le cas pour 
le couple (i, 1). Finalement, le Theoreme 15.111 imoliaue le theoreme suivant. 

Theoreme 5.12 Soientp, q, r des entiers naturels avec 2r < q et H = U(p, q — 
r) X U(r) plonge de maniere standard dans G = U(p,q). Soit (A,/i) un cou¬ 
ple compatible de partitions dans p x q. Alors, la restriction de la 

representation cohomologique A(A, p) de G au compact maximal = U{p) x 
U{q — r) X U(r) de H est -admissible si et seulement si deux elements de A 
etpxq/p danspx q ne sont jamais alignes (autrement dit, \i{q — pi) = 0 pour 
tout i = 1,... ,p). 
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Le cas orthogonal Nous supposons done maintenant (G, H) = {SOo{p, q), SOo{p, q— 
r) X SO{r)) avec 2r < q, ou le plongement SOo{p, q — r) x SO{r) SOo{p, q) 
est standard donne par : 


{A,B)^ ( 0 B ) ■ 

Comme dans le cas unitaire, quitte a conjuguer H dans G, on pent supposer 
que le sous-espace to de go est constitue des matrices 

/ {) Xi \ 

—xi 0 

0 X2 
— X2 0 


0 Vs-i 
-Vs-i 0 

0 Vs 

\ -Vs 0 J 

(ou t = [f]i s = [|] et xi,...,xt et yi,...,ys sont reels) est une une sous- 
algebre de Cartan r-stable de to telle que to- = to n to- soit un sous-espace 
abelien maximal de to-. Si nous notons comme d’habitude {xi,... ,Xt\yi, ■ ■ ■ ,ys) 
les elements de ito, le sous-espace ito- est constitue des elements 

( 0 , ..., 0 ; 0 , 

Considerons maintenant q = q(A)±J la sous-algebre parabolique 0-stable 
associee a une partition orthogonale A. Notons toujours 

zi,...,Zp (resp. wi,...,Wq) 

les reels Xi, —Xi et 0 (resp. yj, —yj et 0) ranges par ordre decroissant (resp. 
croissant). Les racines de t dans pHu sont alors les Zi — Wj et les Wq-j+i —Zp-j+i 
oil la case de coordonnees {i,j) dans p x q appartient a A. Comme dans le cas 
unitaire, il decoule de tout ceci que le cone ferme R+(un p) intersecte done non 
trivialement le sous-espace tto- si et seulement s’il existe un couple d’entiers 
{i,j) dans [l,p] x [l,r] tel que les cases de coordonnees {i,j) et {p — i + l,j) 
dans px q appartiennent toutes deux au diagramme A. Remarquons que si e’est 
le cas pour un couple {i,j), e’est egalement le cas pour le couple (i, 1) et done 
pour le couple {t, 1). Finalement, le Theoreme lb.l 1 l imnlinue le theoreme suivant. 

Theoreme 5.13 Soientp,q,r des entiers naturels avec2r < q et H = SOo{p,q— 
r) X SO{r) plonge de maniere standard dans G = SOo{p, q). Soit A une partition 
orthogonale dans px q. Alors, la restriction A(A)^^ de la representation co- 
homologique ^(A)^J de G au compact maximal = SO{p) xSO{q—r) xSO{r) 
de H est -admissible si et seulement si X C [p/2] x q. 
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Applications Nous allons maintenant deduire du Theoreme 15.121 le nouveau 
cas suivant de la Conjecture El 

Theoreme 5.14 Soient H = U{p, q — r) C U{p, q) = G oil I’inclusion est I’in- 
clusion standard, 1 < p,q et 1 < r < q. Alors, pour i,j entiers naturals < q — r 
tels qua i + j > q et pour tout entier natural k < p, la representation coho- 
mologique A{{{i^),{{q —r)^ ,{q —r — jY~^)))H de H est equivalente dune sous- 
representation irreductible de la representation cohomologique A{{{i^), {q^, {q — 
jY-'^))) de G. 

Demonstration. Fixons i,j, k comme dans I’enonce du Theoreme et considerons 
la representation cohomologique A{{{Y), {q^, {q — jY~^))) de G. D’apres le 
Theoreme l5.12l le (g, A)-module associe (toujours note) {q^, {q—jY~^))) 

est discretement decomposable comme (t), A^)-module. Ecrivons done 

A(((*'=), (q^ {q - jY-^))) - 0 (5.16) 

ttGH m(7r) 

comme (1), iF^)-module. Pour tout tt G H et tout entier / (1 < ^ < m(7r)), 
notons 

pr«:A(((^'=),(q^(g-Jr-'=)))^7^ 

la projection sur la Cieme composante de tt dans la somme directe (15.1611 , et 

I’injection dans la Fieme composante de tt. Les applications prt*^ et e^'^ sont 
toutes deux des (t), A^)-morphismes. Remarquons que si U C A{{{Y), {q^, {q — 
jY~^))) est un sous-espace A-invariant de dimension finie, alors prt*^(t7) = 0 
sauf pent etre pour un nombre fini de tt G H (voir pm Proposition 1.6(1)]). En 
particulier, si ^ G p, A{{{Y), {q'^, {q — jY~^)))), alors le membre de 

droite de 

m(7r) 

y = ^ ° ° Y 

est une somme finie puisque dim /\* p < oo. On a done un isomorphisme d’algebres 
graduees 

HYP, K^- AiiitY, {q\ {q - jY-’^m = 0 ni(7r)iJ*(l), tt). 

D’un autre cote les methodes de [2] (notamment la demonstration de la Propo¬ 
sition 11) impliquent que I’application naturelle de restriction 

H*{b, K- A{{{tY, (<?^ {q - jT”")))) - hyp, K^; A{{{tY, {q\ {q - j)"”'')))) 

est injective. L’un des (1), A^)-modules tt de multiplicite m(7r) Y 0 dans A(((i^), ((q— 
rY, {q — r — jY~'^))) doit done etre cohomologique. Un examen des A-types 
montre finalement que tt = A{{Y), {{q — r)^, {q — r — jY~^)))H- D 

De la meme maniere on pent deduire du Theoreme 15.131 le nouveau cas 
suivant de la Conjecture 15.51 
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Theoreme 5.15 Soient H = SOo{2p,q — r) C SOo{2p,q) = G oil I’inclusion 
est I’inclusion standard, 1 < p,q et I < r < q. Alors, pour tout entier q/2 < 
i < q — r, la representation cohomologique A{{iP))^ de H est equivalente a une 
sous-representation irreductihle de la representation A((iJ’)) de G. 

Les resultats correspondants aux Theoremes l5.15l et l5.12l pour le cup-produit 
pourraient evidemment etre obtenus de la meme maniere. 


6 Geometrie de I’espace symetrique associe au 
groupe 0{p,q) 

Dans cette section nous etudions la geometrie de I’espace symetrique associe 
au groupe 0(j), q). Nous suivons essentiellement le meme plan que dans [H] pour 
I’etude du cas du groupe U{p, q). Nous avons grandement profite des travaux de 
Wang m sur des problemes proches. 


6.1 Preliminaires 


Soient p, q et r trois entiers strictement positifs. Dans cette section G = 
0{q + r,p), K = 0{q + r) x 0{p) et Xp^qj^r = G/K, I’espace symetrique associe. 
Nous aurons besoin d’un modele pour Xp^q+r- Posons done 

Xp^q+r = G AIq+r,p(^) ■ *ZZ < Ip} . 

Etant donne un element g G G, on pent ecrire 

( A B 
3=[ G D 


oil A e MqJ^r,q+ri^)^ B € Mg+r,p(]R), G G Mp_q+^(IR) et D € Mp^p(R). Remar- 
quons que le fait que g G G equivaut a ce que 


9 


-1 


‘A 

-‘R 



( 6 . 1 ) 


L’action de g sur Xq+r,p est donnee par 

gZ = {AZ + B){GZ + D)-^. 


( 6 . 2 ) 


Le groupe G agit transitivement sur Xp^q+r et le groupe d’isotropie du point 
Z = Q est K. Sur Xp^^+r on a une metrique riemannienne G-invariante definie 
par 

tr ((1,+^ - Z^Z)-^dZ{lp - *ZZ)-^d*Z) . (6.3) 


Cette metrique est la metrique symetrique induite par la forme de Killing de G. 
Nous en donnons egalement la description suivante. 

Notons toujours goi les algebres de Lie respectives de G et KT et po le 
supplementaire orthogonal de 6o dans go par rapport a la forme de Killing. 
Etant donnee une matrice Z G Mq_|_j.,p (M), notons 
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Rappelons alors que po = {^(Z) : Z G Mq+r,p(R)}- La forme de Killing induit 
sur po le produit scalaire tr{Z*W). 

Nous identifions po avec I’espace tangent ToC-^p.g+r) a Xp^q^r an point Z = 0. 
Pour Z G Mq+r,p{^), soit Tt la courbe n = (expt^(Z))0. L’image de ^{Z) 
dans To{Xp^q^r) est le vecteur tangent tq a la courbe Tt en t = 0. Sous cette 
identification, la metrique riemannienne g de Xp^q^r est induite par la forme de 
Killing : 

go{aZ),aW))=tviZ*W). 

6.2 Sous-espaces totalement geodesiques 

Si w G K", oil n = p + q + r, nous decomposons v en 

^ , v+e ]R«+^ V- G W. 

G G et Z G Xp^q^.r, on introduit les facteurs d’automor- 

phie : 


J{9.Z) 

( 1{9,Z) 0 \ 

V 0 3{g,Z))' 

(6.4) 

j{9,Z) 

= CZ + D, 

(6.5) 

1{9,Z) 

= A-{gZ)C. 

(6.6) 


L’action de g sur Xp^q^r peut alors prendre la forme suivante : 

^{ip) = {fp) ^ ^ 


Soit g = 


A B 
C D 



Dans la suite, n = p + g + r et Q est la forme quadratique sur K" de matrice 

1 • I / ( io-\-r 0 \ 


(elle aussi notee Q) : ^ 


Soit V un sous-espace de M” de dimension r et positif par rapport a Q. 
On associe a un tel espace un sous-groupe Gy de G et une sous-variete Xy de 
X = Xp^qyr definis par : 


Gv = {g & G : g laisse invariant le sous-espace V}, 


Xy = {Z G X : *Zv+ = V- pour tout v GV}. 

Lemme 6.1 La sous-variete Xy et le sous-groupe Gy ont les proprietes suiv- 
antes. 

1. Pour tout g G G, gXy = Xgy. 

2. Le groupe Gy agit transitivement sur Xy. 

3. La sous-variete Xy est un sous-espace symetrique totalement geodesique 
de dimension pq. En tant qu’espace symetrique Xy est isomorphe a Xp^q. 

Demonstration. II decoule facilement des definitions que 


Xy = {zGX : 


*vQ ^ ^ ^ = 0, pour tout w G . 
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Alors si g G G, Z G Xy et v G V, on verifie facilement que 


0 = *vQ 


Z 

u 


= *v*gQg 


z 

Ir, 


= *gvQ 


gz 


j{g,z). 


Done *v*gQg 


Z 

In 


= ^gvQ 


gZ 


= 0 et le premier point est demontre. 


Puis, il decoule du Theoreme de Witt et du premier point que Ton peut 
supposer ^ = R’’. Dans ce cas, 


Xy = 


0 

W 


: W GMa 


), *WW < Ij 


et 


Gv = {(q I^GG : hG 0{q,p), u G 0(r)| . 
Et les points 2. et 3. du Lemme Id.II s’en deduisent facilement. □ 


Soit ei,... ,e„ la base canonique de R". Et soit V le sous-espace engendre 
par Cq+i,..., Cq+r- Nous etudions maintenant la function distance d(Z, Xy) d’un 
element Z G X a Xy. Etant donne Z G X, nous decomposons Z en 


Z = 


^1 

^2 


ou G Mq^p{M.) et Z 2 G Mr,p(R). Le sous-espace Xy est alors donne par 

Xy = {ZGX : Z 2 = 0}. 

Un element g G Gy s’ecrit comme matrice par blocs 

/ Ai 0 Bi 
g = I 0 u 0 
\Gi 0 Di 

Notons Xi I’espace 

Xi = {W G Mq,p(R) : *WW < Ip}. 

Le groupe Gy agit transitivement sur Xi par : 

gW = {AiW + Bi){GiW + Di)-\ gGGy, Wg Xy 


L’action de Gy sur X s’ecrit : 

D’apres (lEZI), il existe un element g G Gy tel que gZ = Z' avec Z} = 0. 
La metrique riemannienne de X etant G-invariante, d{Z,Xy) = d{Z', Xy) = 
d(0, Z'). Il nous suffit done d’etudier la fonction distance d{0, Z) de 0 k Z. 

Lemme 6.2 Soit Z G X , d = d{0, Z) et m le rang de Z*Z . Alors, 

1. si m = 1, cosh^ d = (det(lq+i. — Z*Z))~^, 


65 


2. et en general, 


^e‘^ < (det(l,+, - 


Demonstration. II existe un unique Y € verifiant 

exp(e(r))0 = Z. (6.8) 

La courbe exp(i^(y))0, 0 < < < 1, est une geodesique joignant 0 a Z. On a done 

S = tr(r‘r). 

Soil A (resp. D) une matrice hermitienne positive verifiant 

A2 = yty (j.ggp^ ^2 ^ tyy^^ 

II decoule des definitions que 

E OO 

k—Qi 


exp(^(y)) = 


E OO 

k—' 


cosh^ 

oo 


(2fc+l)! 


ty 


^k=0 (2fe+l)! 

coshi? 


Y 


Puisque A^'^Y = YB‘^‘=, on deduit de I’expression ci-dessus et de (Oil que 
Z‘Z = tanh^(A) et done que : 


e^ = 


l|j+r + V Z*Z 


(6.9) 


(l,+,-Z*Z)i/2' 

II deeoule faeilement du fait que A est de rang m que 

d < tr(A) < \/md. 

Puisque Z‘Z < Iq+r, si Ton applique le determinant a (16.911 . on obtient le point 
2. du Lemme. Si m = I, d = tr(yl) et le point 1. deeoule eneore de H6.9II . □ 


Lemme 6.3 Soient hz = (Ip — ‘ZiZi) ^ et hz = (Ip — *ZZ) ^. Alors, 

~hgz = jig, Z)hz*jig, Z), pour tout g G G, 

hgz = jig,Z)hz*jig,Z), pour tout g G Gy. 
Demonstration. Soit Iz = (Ip — *ZZ). On a : 

iz = -Cz ip)g [ f 


= -CZlpfgQg 


z 


= *jig,z)lgzjig,z). 


Puisque hz = Iz , on obtient la premiere propriety annoneee. Mais hz = 


h/ z^\ *0’^* 9 G Gv, jig,Z) = j [g, 

0 

propriety annoneee. □ 


0 


, d’ou la seeonde 


66 






Pour Z € X, on introduit les fonctions A et B sur X definies par 

A = det(lp-*ZZ) (6.10) 

B = det(lp-*ZiZi). (6.11) 

La fonction B est obtenue en restreignant la fonction A a Xy, puis en I’etendant 
a X tout entier de fagon constante dans la direction de Z 2 . 

Lemme 6.4 La fonction est Gy-invariante. 

Demonstration. Cela decoule immediatement du Lemme ESI □ 

Nous pouvons maintenant estimer la fonction d{Z,Xy). 

Proposition 6.5 Soient Z G X et m le rang de la matrice Z 2 Z 2 . 

1. Si m = 1, {cosh. d{Z, Xy))"^ = -j. 

2. En general, on a : 

> g2d(Z.Xv)^ 

et 

2^/md{Z,Xv) > ^ 

- yP 

Demonstration. Les fonctions et d{., Xy) sont toutes deux Gy-invariantes. On 
a vu, cf. EZI), que I’on pouvait se ramener a ce que Zi = 0 et done d{Z, Xy) = 

^( 0 ,^ 2 ). Mais alors, ^ = (det(lp — ^ 2 *^ 2 ))“^. Et la Proposition decoule alors 
du Lemme E2 □ 

Nous aurons egalement besoin dans la suite des expressions suivantes. 

Lemme 6.6 On a I’egalite 

^ = det{P + Z 2 {lp - *ZZ)-“Z 2 } 

et I’inegalite 

1 + r-hv {Z2{lp - ‘ZZ-“Z2) > . 

Demonstration. Remarquons d’abord que 
lp-*ZiZi = lp-*ZZ + *Z2Z2 

= (Ip - *zz)^/^ {ip + (Ip - *zz)-^/^*Z2Z2{ip - ‘zz)-i/2| (ip _ ‘zz)i/p 
On en deduit que 

I = det{lp + (lp-*ZZ)-i/2‘z2Z2(lp-‘ZZ)-i/2| 

= det{P + Z2(lp-*ZZ)-“Z2}. 
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Ce qui demontre la premiere partie du Lemme. Remarquons maintenant que la 
matrice ^ 2 ( 1 ^ — *ZZ)~^*-Z 2 est positive. Notons Ai,..., Ar ses valeurs propres 
(reelles positives). Alors, 


l + itr(Z2(lp-‘ZZ)-“Z2) 


□ 


(1 + Ai) + . . . + (1 + At-) 
r 

— {(1 + ■ (1 + Ar )} ^ 

= det{R + Z2(lp-‘^^)”“^2}^'' 



6.3 Croissance du volume 


Examinons maintenant les champs de Jacobi emanant de Xy- (Une reference 
generate pour les champs de Jacobi est nao 

Lemme 6.7 Soient Z G Xy, Tz(Xy) I’espace tangent a Xy en Z et Tz{Xy)-^ 
le supplementaire orthogonal de Tz(Xy) dans Tz(X). Soit Y un vecteur dans 
Tz{Xy)-^ avec gz{Y,Y) = 1. Alors, 

1. les espaees Tz{Xy) etTz{Xy)^ sont invariants sous Vapplication R{.,Y)Y 
(oil R designe le tenseur de eourhure de X), 

2. il existe Ai > A 2 > ... > A; > 0, Z = maxjr, p} tels que 

- Xl + ... + X] = 1, 

- Xi = 0, si i > min{r,p}, 

- I’operateur R{.,Y)Y\Tz{Xv) a pour valeurs propres 




q 





q 


- I’operateur R{.,Y)Y^rp^(^Xv)^ ® pour valeurs propres 
-(Ai - Xj)'^, 1 < i < r, 1 < j < p. 

Demonstration. D’apres ins, on pent supposer que Z = 0 et Y = ^ 

D’apres El Theorem 3.2, Chap. XI], etant donne X G ro(A), le tenseur de 
courbure est donne par : 



RiX,Y)Y = -[[X,Y],Y]. 


SiX = ^ 


N 

0 


G To{Xy), un calcul simple donne alors 


R{X,Y)Y = ^ 


-N^MM \ 

0 )■ 


( 6 . 12 ) 


(6.13) 


Si maintenant X = ^ 

(i?nn donne 

R{X, Y)Y = ^ -L*MM + 2M*LM - M*ML ) ’ 


G To{Xy)-^, un autre calcul simple a I’aide de 
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II decoule de 11(11 dll et Id. 1411 que les espaces Tq{Xv) et Tq{Xv)'^ sont invariants 
sous I’application R{.,Y)Y. Remarquons que Ton peut toujours supposer que 
M est de la forme 


M 


M 


M 


( -^1 


V 

/ Ai 

V 0 

( Ai 

V 0 


0 \ 



si r > p, 


/ 

si r = p, 


0 

Aj. 



si r < p, 


avec Ai > ... > A; > 0, ^ = max{r,p} et Ai = 0 si i > min{r,p}. Puisque 
Af + ... + Af = tr(M*M) = gQ{Y,Y) = 1, le deuxieme point du Lemme IfTTI 
decoule alors des formules (Id .1 dll et (Id. 1411 . □ 


Soit T une geodesique perpendiculaire a Xy- Nous pouvons maintenant 
etudier les champs de Jacobi le long de r. Soit r = Tt, on t est la longueur 
d’arc de Xy a. n et Y = tq. Dans la suite nous decrivons les champs de Jacobi 
X = X{t) le long de r verifiant 

X(0) G Tr,{Xv) et VyX G T,,{Xv)^- (6.15) 


L’equation de Jacobi est donnee par 

VlX + R{X,ft)h=0. 

D’apres le Lemme o les valeurs propres de R{.,Y)Y sont negatives. Soit 
Xq G Tro{Xy) un vecteur propre de R{., Y)Y pour la valeur propre —A^ (A > 0). 
Soit Xt le transport parallele de Xq le long de r. On peut veriher que 


X{t) = {coshXt)Xt (6.Id) 

est un champ de Jacobi le long de r verifiant (16.1511 . Soit Lq G Trg{Xy)^ 
un vecteur propre de R{.,Y)Y pour la valeur propre —A^ (A > 0). Soit Lt le 
transport parallele de Lq le long de r. On peut verifier que 


m 


(sinh Xt)Lt si A ^ 0, 
tLt sinon 


(6.17) 


est un champ de Jacobi le long de t verihant (16.1511 . L’ espace des champs de 
Jacobi verifiant (lOKll a pour dimension pq. Get espace est engendre par les 
champs de Jacobi construits ci-dessus. 


L’espace X — Xy se decompose en un produit : 

iFxjO, +oo[ 
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ou T est I’hypersurface de X constituee des points a distance 1 de Xy et on 
nous identifions un point {W,t) G iFx]0,+oo[ avec le point Z ^ X & distance t 
de Xy et tel que la geodesique passant par Z et W soit perpendiculaire a Xy. 

Si S est un sous-ensemble mesurable de IF, nous noterons S) le volume 
de {Z G IF X {t} : Z\ G 5}. D’apres (I6.7II . uj{t, S) = uj{t, gS) pour tout g G Gy. 
On pent done voir S'), pour chaque t, comme une mesure invariante sur Xy. 
II existe alors une function f{t) telle que uj{t, S) = /(t)vol(S). 

Lemme 6.8 II existe une constante c telle que : 

1. si r = 1, 

Lo{t,S) = cvol(S)(sinlit)^“^(coslit)'^, 

2. en general, 

uj{t,S) < cvol(S)(l + 
oil m = min{r, p}. 

Demonstration. Si I’on ecrit Lo{t,S) = /(t)vol(S), il nous faut estimer /(t), par 
exemple en la comparant a la constante /(I). Soit Xg une courbe dans iF. On 
note X* le point {xs,t), la courbe a s fixe et xi*^ la courbe a t fixe. Les 

courbes x*^,^ sont des geodesiques et xi*^ est un champ de Jacobi le long de 
cette geodesique qui verifie (IHjKIi . Mais d’apres le Lemme lOet KWi . (ICTtIi . 
I’espace admet un base orthonormee reelle 

Xl, ... , Xq , Xqy l, . . . , X2q ,., Xqp , 

Yl, ... , Yj.p— I 

et il existe des reels 

Ai > ... > A; > 0, I = max{r,p} 


verifiant : 

1 . Xl +... + Xf = 1, 

2. Ai = 0 pour tout i > min{r, p}, 

3. au point (x^, t), 






4. au point {xs,t), I’ensemble des ||y,|| pour 1 < J < rp — 1 (comptees avec 
multiplicites) coincide, a une permutation pres, avec I’ensemble des ay- 
pour 1 < i < r, 1 < j < p et {i,j)^ (1,1) tels que 


bij 


sinh I Ai — Aj |i 
sinh|Ai—AjI ’ 


si Xi ^ Xj , 
si Xi = Xj. 
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On en deduit alors facilement que 


..X ./xxSinh^ ^tcosh'^t 

fit) = /(I)-i- SI r = 1 

sinh^ ^ 1 cosh'^ 1 

et en general qu’il existe une constante c telle que 

fit) < c(l + tP(9+0)e(p+'?+’'-i)v^‘, 

oir m = min{r,p}. □ 


II resulte du paragraphe precedent que la fonction ^ est fortement reliee a 
(et plus naturelle que) la fonction distance (i(.,Xy). Nous etudions maintenant 
la croissance du volume a I’aide de la fonction -j. 

Notons d’abord que si g G G et Z G X, 

digZ) = l{g,Z)dZ 3 {g,Z)-\ 

On sait que 

detil{g,Z)) = det(j'(ff, 2’))"b 

Done si Ton pose 

q+r p 

{dZ} = l[Y[dZ,, 

i=l j=l 

et si g € G, 

{dgZ} = detUig, Z))-(P+«+’'){dZ}. 

Puis d’apres le Lemme ESI 

AigZ)=detijig,Z))-^AiZ). 


La forme volume invariante dvx sur X s’ecrit done 
dvx = A-^-P+'^+^^/^idZ}. 


( 6 . 18 ) 


Si 


^1 

0 


G Xv, soit Fzi la fibre au-dessus de ce point dans le fibre X 


Xy- Autrement dit 


Fz,={Z ex : fixe}. 


Soit g e Gy I’element 


a = 


(1, - Zl‘Zi)-l/2 0 -(l,-Zi‘Zi)-l/2Z, 

0 1 ^ 0 

- 1/2 


-(lp-*ZiZi)-i/2‘Zi 0 (lp-‘ZiZi)-V 

Alors g envoie Fz^ isometriquement sur Pq, et 


^2 


0 


Z2(lp-‘ZiZi)-l/2 


Sur Fq, I’element de volume est det(lp — *^ 2 ^ 2 ) ^^~^P^^^{dZ 2 }, I’element de 
volume sur Fz^ est done 


= .4-/= (§) 


p/2 


{dZ2}. 
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D’ou il decoule que 


/ B \ 

dvxvdvF 


(6.19) 


ou dvxv — B est la forme volume invariante sur Xy- 

Lemme 6.9 On a les formules d’integration : 

1 . 

[ A‘^/‘^\dZ\ - fr r((s + i + l)/2) 

Jx^ l\n{s+p + ^ + l)/2y 

des que Re{s) > —2; et 

2. s« Fy est un sous-groupe discret sans torsion et cocompact dans Gy, 


A 


s/2 


— ) dvx = TT 


'■p/2 TT r((s-p - 9 - r + z + l)/2) 

11 r((,-,-r + i + i)/2) 


JTv\X 

des que Re(s) >p + 9 + r — 2. 

Demonstration. On introduit tout d’abord /(s, q+r,p) = A^{dZ}. On deduit 

de (I6.19II . avec r = 1, la relation de recurrence 


Mais, 


/(s, q + r,p) = f{s + l,q + r- l,p)/(s, l,p). 


fisA,p) = [ {1-{xl +...+xl)y^'^dxi... 

•IE, a:J<l 


dXn 


7rP/2 


[ {i-ty/^p/^-^dt 
Jo 


r(p/2) Jo 

r(5/2+i) 
r(s/2+p/2 + l) 


= 71 ^'"—.——_ des que Re(s) > —2. 


Alors le premier point du Lemme l6.91 decoule d’une simple recurrence. 
Concernant le deuxieme point, il decoule de (liTTilll que I’integrale vaut 


/rv\x 


0-q)/2 


B 


dvpdvxv■ 


Puisque ^ et dvp sont Gy-invariants, I’integrale 


tFz, 


f) 


{s-q)/2 


dvp 


est independante de Zi. En Zi = 0, sa valeur est 

[ det(lp - 
Jx2 

ou X 2 = {Z 2 : *Z 2 Z 2 < Ip}. Le deuxieme point du Lemmedecoule done 
directement du premier point. □ 
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6.4 Fonction distance a I’hypersurface 

Dans I’optique de calculer la cohomologie des quotients ry\X nous au- 
rons besoin de determiner le hessien de la fonction distance geodesique a la 
sous-variete Xy dans X. Rappelons que le hessien d’une fonction F de X 
dans R est la seconde derivee covariante de F, i.e. 

X^F{U,V) = U{VF) - iXuV)F, 

pour n’importe quels champs de vecteurs U, V sur X et ou V est la connexion de 
Levi-Civita induite par la structure riemannienne de X. Le hessien definit 
done un tenseur symetrique de type (0,2). Nous appelons valeurs propres du 
hessien les fonctions qui a chaque point Z de X associent les valeurs propres de 
la matrice associee dans n’importe quelle base orthonormee de I’espace tangent 
a X au point Z. 

Soit F la fonction distance geodesique a la sous-variete Xy- La fonction 
Z 1 -^ F{Z) est bien evidemment lisse pour Z G X — Xy. 

Proposition 6.10 Supposons r = 1. Notons { 7 i(-^)}i<i<p( 9 +i) valeurs pro¬ 
pres du hessien V^F en un point Z G X. Alors, quitte d reordonner les ^i{Z), 

7 i(Z) = tanhF(Z),... ,^q{Z) = tanhF(Z), 

7 j(Z) = 0 pour j = q-Gl,... ,pq, 

et les ^k(,Z) pour pq < k < p{q + 1), sont (d permutations pres) 0 et cothF(Z) 
avec multiplicite p — 1- 

Demonstration. Soit toujours r une geodesique perpendiculaire a Xy avec t = Tt 
ou t est la longueur d’arc de Xy a tj. Soit Y = t. D’apres le Lemme 16.71 
et puisque r = 1 , il existe un champs de bases orthonormees le long de t : 
{ej,fk ■ 1 < j < M et 1 < fc < p} tel que pour tout entier 1 < j < pq 
le vecteur ej{0) G Trg{Xy) et soit un vecteur — 1-propre si 1 < j < 9 (resp. 
0-propre si g -f 1 < j < pq) de R{.,Y)Y et que pour tout entier I < k < p 
le vecteur /fc(0) G Trg{Xy)^ et soit un vecteur 0-propre si fc = 1 (resp. —1- 
propre si fc > 2) de R{.,Y)Y. Nous supposerons de plus (ce que Ton peut bien 
evidemment faire) que le vecteur Y est egal au vecteur /i(0). 

Alors d’apres et pour tout entier 1 < j < g (resp. g -f 1 < J < pg), les 

champs de vecteurs : 


Vj (t) = cosh tcj (t) 
(resp. Vj{t) = ej{t).) 


( 6 . 20 ) 


sont des champs de Jacobi le long de t verifiant iiniini)- Puis, d’apres 16.1711 et 
pour tout entier 1 < fc < p les champs de vecteurs : 


nn Ai / sinht/fe(t), si fc > 2 
th{t), sifc=l. 


( 6 . 21 ) 


sont des champs de Jacobi le long de r verifiant (1051) . De plus, nous avons 
vu que les champs de vecteurs (lOnt et (lOTll forment une base orthogonale 
de I’espace des champs de Jacobi le long de r verifiant 116.1511 . La formule de la 
variation seconde m nous dit alors que le Hessien V^t(= V^F) se diagonalise 
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dans la base {ej}i<j<pq U {fk}i<k<p- Et plus precisemment permet de calculer 
par exemple 




ds"^ |s=o 




oir si r va de a: := tq G Xy a y := Tt(^y), t ® designe la geodesique minimisante 
joignant Xy au point expj^(sej) et L(t‘^) sa longueur. Or, si j est par exemple 
compris entre 1 et q, le champ de vecteur vj = sinht(y) est un champ de Jacobi 
le long de r, perpendiculaire a f et verifiant : Vj(t{y)) = ej{t{y)) et (16.1511 . La 
formula de la variation seconde implique alors : 


X^t{y){ej,ej) = {Xvj{t{y)),Vj{t{y))), 

sinht(j/) 
cosht(j/) ’ 

De la meme maniere, si j est un entier verifiant q + 1 < j < pq, on obtient : 

V^tiy){ej,ej) = 0 


et si k est un entier verihant 1 < k < p, 




cosh t{y) 
sinht(y) ’ 
0 , 


si fc > 2, 
si fc = 1. 


Ce qui conclut la demonstration de la ProDOsition Ib.lOl □ 


Lorsque r > 1, comma dans les paragraphes precedents, plutot que la fonc- 
tion distance geodesique a Xy il est plus natural de considerer la fonction 

log(f). 

Proposition 6.11 Les valeurs propres du hessien log (-j) en un point Z G 
X sont toutes positives, inferieures (ou egales) d 1, et parmi celles-ci au moins 
q + pr — 1 tendent vers 1 lorsque ^{Z) tend vers I’infini. 

Demonstration. Nous demontrons par recurrence sur un entier k > 1 que si 
V est un sous-espace de R" de dimension k, les valeurs propres du hessien 
log (^) en un point Z G X sont toutes positives, inferieures (ou egales) a 1, 
et parmi celles-ci au moins q-\-r—k-\-pk— 1 tendent vers 1 lorsque ^{Z) tend vers 
I’infini. La Proposition correspond done au cas k = r. Lorsque A: = 1, la fonction 
log (^) coincide avec la fonction distance a Xy, et la Proposition 16. 1 II decoule 
de la Proposition l6.10l Supposons done la Proposition demontree au rang fc > 1. 
Notons V' C V deux sous-espaces de M" de dimensions respectives 1 et fc -|- 1. 
On a alors Xy C Xyi G1 X. Notons B et B' les fonctions correspondantes a la 
fonction B plus haut pour Xy et Xy respectivement. D’apres la fonction 
■J est Gy-invariante, il nous suffit done de determiner le hessien log (■§) aux 

points Z tels que Z^ = 0. Mais, log (^) = log -(- log (■^), et la 
demonstration de la Proposition l6.1(n montre que les valeurs propres sont toutes 
positives, inferieures (ou egales) a 1 et que parmi celles-ci, au moins 

q -I- r — (fc -f 1) -|-p(fc -1-1) — l = (q-|-r — 1 — fc-fpfc—l)-|-p 

tendent vers 1 lorsque ^{Z) tend vers I’infini. Ce qui conclut la demonstration 
de la Proposition 16.1 II □ 
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6.5 Series de Poincare 

Soit (j) une forme differentielle de degre I sur X. Nous notons 11(/)| | (resp. | \(j)\ |o) 
la norme ponctuelle induite par la metrique g (resp. la metrique euclidienne). 

Lemme 6.12 On a les inegalites suivantes : 


ou A = det(lp — *ZZ). 

Demonstration. La metrique riemannienne de X, s’ecrit = tT((lq.i.r—Z*Z)~^dZ{lp— 
*ZZ)~^d*Z). II est done immediat que 

tr{dZ(fZ) < ds^ < A-hr{dZ(fZ). 

Le Lemme decoule trivialement de ces dernieres inegalites. □ 


Corollaire 6.13 Soit cj) une forme differentielle Gy-invariante de degre 1. Sup- 
posons que chaque coefficient de 6i f\ ... /\ 6i, avec 6i,... ,9i G {dZij : 1 < i < 


0 

^2 


<7 + r, 1 < 1 < p}, soit borne en 
(72 > 0 telles que 

Cl > ll^ll >6-2 


. II existe alors deux constantes Ci, 


Demonstration. D’apres 16.711 . il suflit de le verifier ^ 

S = 1 et le Corollaire ld.l 3l deeou1e alors du Tyemme FB.! 21 □ 




Mais en 


0 

^2 


Soit r C (7 un sous-groupe discret sans torsion de type fini. Alors M = r\X 
est une variete riemannienne complete de dimension p{q-\-r) localement modelee 
sur Xp^qj^r- Soit Ly = r n Gy, et soit Cy = ry\Xy. On obtient alors le 
diagramme commutatif suivant : 

Xy X 

i i 

Cy = Ty\Xy ^ r\X = M 


OU I’application i est induite par I’inclusion de Xy dans X. En general, le groupe 
Ly est reduit a I’identite. Dans la suite nous supposons que Cy est de volume 
fini (plus loin nous supposerons meme que Cy est compacte). Soit My = ry\X. 
Remarquons que la fibration naturelle 


TT : 


X 

Z 



induit une fibration, nous la notons egalement tt : My = ry\X —> ry\Xy = 
Cy. 


La Proposition 3 de mi ou le Lemme principal de |S]) implique(nt) le lemme 
suivant. 
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Lemme 6.14 II existe une suite {r^} de sous-groupes d’indices finis dans F, 
decroissante pour I’inclusion, telle que 

rv^ = P|rmeiro = r. 

Si de plus r est un sous-groupe de congruence, on pent choisir les F^ de con¬ 
gruence. 

Le Lemme implique que lorsque F est de type fini, la variete M admet 
une suite croissante {Mm} de revetements finis telle que la suite {Mm} converge 
uniformement sur tout compact vers la variete My (il suffit de poser Mm = 
Fm\-^)- Nous appelons une telle suite de revetements finis, une tour d’effeuillage 
autour de Cy- Dans la suite, nous supposons que M possede une telle tour et 
notons Tm le groupe fondamental de Mm- 

Nous allons travailler avec des formes differentielles sur X, My ou Mm - H sera 
plus commode de considerer toutes ces formes differentielles comme definies sur 
X et invariantes sous Faction des groupes {e}, Fy ou Tm- Etant donne un entier 
mo, un element 7 € F^o et une forme differentielle uj sur Mm (avec m G NU{oo}, 
m > mo), nous pourrons notamment parler de la forme differentielle 7 *w. 
Passons done a I’etude des series de Poincare. 

Soient Zi, Z 2 G X, t G 1^, t > 0. On introduit : 

n{Zi,Z2,t):=\{-fGr : d(Zi, 7 Z 2 ) < t}|, ( 6 . 22 ) 

et 

N{Z, t) := |{7 e ry\F : di^Z, Xy) <t}\. (6.23) 

Lemme 6.15 II existe une constante ci{Z) > 0 (qui depend deV) telle que 
pour tout t > 0 on ait : 

N{Z,t) < ci{Z) / (1 

Jo 

De plus on pent choisir ci{Z) de maniere a, ce qu’elle soit bornee sur les compacts 
de D. 

Demonstration. Soit e un nombre reel strictement compris entre 0 et 1 et suff- 
isamment petit pour que 

B{Z, e) n B{jZ, e) ^ 0 7 = e, 

ou B{Z, e) designe la boule de rayon e autour du point Z ei e designe I’element 
neutre du groupe F. Dans la suite etant donnee une sous-variete V de X, nous 
noterons B{V,p) I’ensemble des points de X a distance plus petite que p de V. 
On a alors : 

N{Z,t) < \{[j]GTy\T : ^iBiZ,s))cBiXy,t + s)}\. 

Mais, d’apres 16.711 . si 7 € F verifie que ^{B{Z, t e)) C B{Xy, te) quitte a 
translater 7 par un element de Fy, on pent supposer que j{B{Z,e)) C B{S,e), 
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ou S est un domaine fondamental mesurable pour Paction de Fy sur Xy- On 
deduit alors du Lemme EB- 


N{Z,t) < 
< 


vo\{B{S, t + e j) 
yo\{B{Z, e)) 


yo\{B{P, e)) 


pt-\-s 

/ (1 + 

Jo 


Ce qui acheve la demonstration du Lemme 1(1.151 . □ 


Remarquons que pour 5 = 0, la demonstration du Lemme permet d’es- 
timer v{Zi^ Z 2 , t) uniformement par rapport a Z 2 . On obtient, en effet, que pour 
tout Z 2 £ X et pour t > 0 , 

v{Zi,Z2,t)<ci{Zi) + (6.24) 

Jo 

On en deduit la proposition suivante. 

Proposition 6.16 Soit K un compact de X. Alors il existe une constante 
C2{K) (qui depend deT) telle que pour tout point Z\ £ K, tout point Z2 G X et 
t > 0, on ait : 


E 

7 £ r 

d{Zi,^Z2) < t 


^-ip+q+r-l + s)d{Zi,Z2) ^ C2{K) 




pour tout s > 0 . 

Demonstration. D’apres (lOl . il existe une constante ci(iir) telle que 
diy{Zi,Z 2 , t) < ci{K){l + {t + i)p( 9 + 0 )e(p+ 9 +’'-i)Vp*rfi^ 


pour tout Zi G K, Z 2 G X et t > 0. On a done : 

g-{iP+q+r-l)^+s)d{Zi,Z2) _ f Z2,t) 

7 £ 1 

d{Zi,^Z2) < t 

= ci{K) [ (l + (t + l)J’(«+’'))e-"‘dt. 
Jo 

Et la ProDOsition l6.16l dfeoule d’un calcul simple et d’approximations grossieres. □ 


De maniere analogue on demontre la proposition suivante. 

Proposition 6.17 Soit (/) une forme dijferentielle Ty-invariante de degre I sur 
X. Si ||(/>|| < i)Vrn/ 2 +e^ ^ yyj strictement 

positif e > 0, alors la serie 

E 

rv\r 

converge uniformement sur les compacts de X. 

^'^Contrairement a ce que pourrait laisser croire la demonstration, le Lemme reste 

valable lorsque Cy est de volume fini mais non compact, cf. isn 
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Demonstration. Commengons par remarquer que la norme ||7*(/'|| au point Z 
est egale a la norme ||(/>|| au point . D’apres I’hypothese faite sur la norme de 


rv\r 


< 


< 



{p+q +1 —l)-v/m/2+e 


g-((p+9+»’-l)\/™+e)d(7-Z,Xv) 

rv\r 


d’apres la Proposition Id.51 On conclut alors facilement comme pour la Proposi¬ 
tion ld.1 61 □ 


6.6 Tours de revetements finis 

Dans [SS| Wang definit une famille de formes lisses, fermees et Gy-invariantes 
ojs pour s G C telles que 

/ r>\ '■/2-|-r-p-(Re(s)-9r/2) 

, (6.25) 

(ou le signe ^ signifie que Ton a une inegalite < a une constante positive pres) et 
qui, pour Re(s) >> 0, peut se voir comme la forme duale a ry\Xy dans ry\Jr. 
Plus precisemment, considerons une forme 4> sur Cy de degre pq. Supposons 

(6.26) 

pour un certain entier N. Remarquons que la condition KM est verifiee par 
toute forme bornee pour = 0. D’apres et le Lemme El 1’ integrale 

Icv ojs A cj) est absolument convergente pour Re(s) >> 0, la constante ne 
dependant que de N. Wang demontre alors le theoreme suivant. 

Theoreme 6.18 Soit (jj une forme fermee, lisse, de degre pq sur ry\X et 
verifiant la condition UTM) . Alors, 

I oJs A (j) = I (j) (Re(s) >> 0). 

Jrv\x Jcv 


Considerons maintenant p une fc-forme harmonique sur Cy = ry\Xy. 
Nous notons : 

n^{s)=ujsAx*p. (6.27) 

D’apres la Proposition liTTTI et (E21, et pour Re(s) >> 0, la serie 

E (6.28) 

7erv\r.„ 

converge uniformement sur tout compact de X et definit une (fc + pr)-forme 
fermee sur Mm- Le Theoreme Km implique que pour toute {pq — /c)-forme 
fermee q sur Mm on a : 

/ ^™(s)A?7 =/ D^(s)A??= / pAq. 

J M-m My J Cy 

On obtient done le theoreme suivant. 
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Theoreme 6.19 L’application p, ^^{s) (pour Re{s) >> 0) induit en coho- 
mologie, rapplication naturelle 

H^{Cv) ^ H\Mm) 


“cup-produit avec [Cy] ”■ 

Nous cherchons dans ce paragraphe a comprendre comment evolue cette 
application lorsque m tend vers I’infini. 


Soit A = 5d + dS, ou 6 est I’adjoint de d, I’operateur laplacien que Ton etend 
en un operateur, toujours note A, agissant sur I’espace L?n^{X) des fc-formes de 
carre integrable sur X de fagon essentiellement auto-adjointe. Alors le Theoreme 
spectral s’applique et il existe une famille spectrale {P\ : A S [0, +oo[} associee 
a A. 

Notons Px{x, y) le noyau de Schwartz de P\. On a A = XdP\. A toute 
function / G Co([0,+oo[), on associe I’operateur 


/(A) = 



f{X)dPx. 


Le laplacien est un operateur elliptique. Soit to G ^(A). On a : 


A{f{A)to) = F{A)io 


ou F est la fonction qui a x associe xf{x). D’apres le Theoreme de regularite sur 
les operateurs elliptiques, la forme f{A)to est lisse. De plus, pour tout a; G A, il 
existe une constante C{x,f,X) telle que : 


|/(A)a;|(a;) < C{x, f, X)\\uj\\l^x)- 

En particulier, I’application 

r L^Q’^iX) L^n'l(X) 

I w 1-^ f{A)u;{x) 

est continue. D’apres le Theoreme de Riesz, il existe done f{A){x, .) G 
tel que 

f{A)io{x)=[ f{A){x,y)u}{y)dy. 

Jx 

De plus, pour tout compact AT de A, ||/(A)(a:, y)\\^dxdy < fj^C(x, /, X^dx. 

Donc/(A)(.,.)GLL(AxA).Or 

(Ax + Ay)f{A)(x, y) = 2F(A)(x, y) 

et I’operateur A^ + Aj, est elliptique. Le Theoreme de regularite elliptique im- 
plique done que f{A)(x,y) est une fonction C°° en x et y. 


Sur les varietes et My, nous notons le laplacien respectivement A^ et 
Aoo ; de meme nous notons respectivement P™ et P“ les families spectrales 
associees. Si Ton designe, de maniere coherente avec les notations precedentes, 
le noyau de la chaleur sur les fc-formes de A par e~^^{x, y), il est connu |15| que 
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pour tout r > 0, il existe une constante a > 0 et une constante Ct (dependante 
de T) telles que : 

(6.29) 

pour tout t g]0 , T], 

Lemme 6.20 Pour t > 0 fixe, la serie 


^|e *^(a;, 7 ?/)| 

IGT 


converge uniformement pour x € X et y dans un compact. 

Demonstration. Soit K un compact de X et soit t un reel strictement positif. 
D’apres le Lemme lOKl il existe une constante ci{K) telle que 


v{x,y,R) 


|{ 7 er : d{x,-fy) < R}\ < ci{K) 



(1)e(P+«+’- 


pour tout X € X et y G K. 

Soient C = Ct et (3 = a/1. Alors, d’apres I’inegalite 16.2911 . pour x G X et 
y G K, on a : 


|e *^{x,-fy)\ < C Y 


^-I3d{x,-fyy 


7 € r 

d{x,jy) < R 


7 G r 

d{x,'yy) < R 


< C ^e~d‘^^i^ix,y,r)]o +2P J re~d'^^v{x,y,r)d^ 

/ pR-\-l 

< Cc2{K)ie-d^ J + 

pR pr +1 

+2/3/ re-d'^ / {I + uP^'i+'''>)e^P+^+^-^^'^'^dudr 
Jo Jo 


Le Lemme decoule de ces inegalites en faisant tendre R vers I’infini. □ 


On obtient alors que pour tout t > 0, 

e-*^^{x,y)= ^ (7y)*e"‘^(a;,y) 

76r„ 


e = Y *^ix,y). 

lerv 

Et la convergence est absolue et uniforme pour x, y dans un compact. En par- 
ticulier, le noyau de la chaleur e~*^'^{x,y) est Em-invariant. De plus, puisque 
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d’apres le Leinme rfi.141 Omi'rn = Fy et Fm+i C F^,, on en deduit que si t > 0 
est fixe, 

e~*^°°{x,y)= lim 

m —>-+oo 

uniformement pour x et y dans un compact de X. 

Le lemme suivant est une consequence du Theoreme d’approximation de 
Weierstrass. 

Lemme 6.21 (cf. m ) Soit f € C'o([0, +oo[). Alors f pent etre uniformement 
approchee sur [ 0 ,+oo[ par une combinaison lineaire finie d’exponentielles e~^^, 
t > 0. 

Comme Donnelly dans m (cf. aussi |H]) on pent deduire du Lemme EUle 
lemme suivant 

Lemme 6.22 Pour tout f G C'o([0, +oo[), la suite f{Xm){x,y) converge vers 
f {Aao)ix,y) uniformement pour x et y dans un compact. Et I’expression 

\f{Am){x,y)) - f{A^){x,y)\ 

est uniformement bornee (independamment de m) pour x G X et y dans un 
compact. 


Remarquons que le noyau /(Am)(-, •) est Fm-bi-invariant. 

Proposition 6.23 Soient f G C'o([0, +oo[) et s G C, Re(s) >> 0. Alors, la 
suite f{Am)^^{s) converge vers /(Aoo)D^(s) uniformement sur les compacts. 

Demonstration. Soit s G C, Re(s) >> 0. Si Em est un domaine fondamental 
pour Faction de F^ sur A, on a : 


fiAm)n^{s)i.) = / n^is)ix)A*fiAm)ix,.)dx 


' Mrr 


I Mrr 


'y*D,fj,{s){x)^ A*f{Am)ix,.)dx 

K-f&TvXTm 


V f A*fiAm)ix,.)dx 

r'. .\ 


7 Grv\r„ 


/ nf,is){x) A*f{Am)ix,.)dx 

76 rv\r™ 

(car /(Am)(.,.) est Fm-bi-invariant) 


'My 


D.f,{s){x) A *f{Am){x, .)dx. 


^^Ici I’hypothese de compacite sur M peut sembler necessaire, il n’en est rien le finitude du 
volume est suffisante a condition de considerer une fonction / dont le support evite le spectre 
continue de M. 
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On obtient done sur X : 




I Mv 


rj^(s)(a;) A *f{Am){x, .)dx 


ilf,{s){x) A *f{Aoo){x, .)dx 


'Mv 

Vtf,{s){x) A *{f{Am){x ,.) - f{A^){x, .))dx. 


I Mv 


De plus d’apres le Lemme I’expression 


\f{Am){x,y) - /(Aoo)(x,y)| 

est uniformement bornee (independamment de m) pour x G My et y dans 
un compact. Puisque la forme n^(s) est dans L^, le Theoreme de convergence 
dominee et le Lemme IfT^ impliquent que pour tout reel e > 0 et pour tout 
compact K, il existe un entier mo tel que pour tout m > mo, les applica¬ 
tions f{Am)il.'^{s) et /(Aoo)f^/i(s) sont e-proches sur K. Ce qui acheve la 
demonstration de la Proposition 16. 2, SI □ 


7 Calcul de la cohomologie L?‘ 

Nous conservons dans cette section les notations precedentes. Soient done 
toujours G = 0(j),q -I- r) {p < q + r), X I’espace symetrique associe, Xy le 
sous-espace totalement geodesique de X associe a un sous-espace vectoriel de 
dimension r de Rp+'3+’', Gy le sous-groupe de G preservant Xy et Py un sous- 
groupe discret sans torsion et cocompact dans Gy. Nous notons Gy = ry\Av 
et (M =)My = ry\A. Dans la suite H^iMy) designe toujours le groupe 
de cohomologie reduite de degre k de My. Le but de cette section est la 
demonstration du theoreme suivant. 

Theoreme 7.1 Pour tout entier, k < (q pr — l)/2, I’application naturelle 
“cup-produit avec [Cy] ” 

Hk-pr(^Cy) H^{My) 

est un isomorphisme. Si de plus, p = 1 et q + r est pair, I’espace {My) 

est de dimension infini et I’application ci-dessus reste injective pour k = {q + 
0 / 2 . 

Remarquons que le cas p = 1 decoule d’un Theoreme de Mazzeo et Philips 

EU 

Avec les notations du §2.6 (Groupes orthogonaux), le Theoreme l7.ll impliaue 
que, pour tout entier k < {q — pr — l)/ 2 , I’application “cup-produit avec [F]” 

H'^{F) H^+P^{M) ( 7 . 1 ) 

est injective. Ce qui est un cas particulier de la Conjecture ITT7I 
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7.1 Une proposition de Donnelly et Xavier 

L’ingredient principal de la demonstration du Theoreme o est la proposi¬ 
tion suivante due a Donnelly et Xavier EE! 

Proposition 7.2 Soit (j) une forme differentielle dans C'q“(/\* T*M). Soient F 
une fonction relle sur le support de (p et 71,... ,7p(q+r) les valeurs propres 
reelles du hessien de F. Si \dF\ < 1, alors : 


[\\ d ( p \\2 + ||^< ii || 2 ]||< i !>||2 > 




' - 2 fcmax( 7 i) 


La vertu essentielle de la ProDOsition l7.2l est de controler le spectre essentiel 
de My- 

Soit ip la fonction relle sur X definie par 


ipiZ) = log 



D’apres la Proposition 16.Ill le hessien de ip a, pour valeurs propres des 
reels 71 (^), ■ ■ ■ ,jp(q+r)iZ) tels qu’il existe une constante cq > 0 telle que pour 
tout Z tel que ip{Z) > cg, 


y j,(Z) - 2kmax(j,(Z)) > 1/10, (7.2) 


pour k < (p qr — l)/ 2 . 

Remarquons que la fonction ip est Gy-invariante et descend done en une 
fonction sur My = Py/X. Dans la suite, M = My et Me = {Z S M : ip{Z) < 
c} pour tout reel c > 0. 

Lemme 7.3 Pour tout degre k tel que k < (p + qr — l)/2, 0 n’est pas dans le 
spectre essentiel du laplacien sur les formes de degre k sur M. 

Demonstration. II est bien connu que le spectre essentiel du laplacien ne depend 
que de la geometrie a I’infini. Or, la Pronositinu l7.2l et I’inegalite impliquent 
que si uj est une forme differentielle de degre k, k < {p + qr — l)/2, a support 
dans le complementaire de M^^ alors : 


[\\du;\\2 + \\Su;U\u;\\2 


> 

> 



7i - fcmax(7i) 
i 



2 

2 - 


2 


Le spectre du laplacien a I’infini (et done le spectre essentiel) est done isole de 
0. Le Lemme o est demontre. □ 


II est naturel de se demander (comme au §2.6) si dans I’enonce du Theoreme 
rm ou du Lemme o le nombre {p + qr — 1)/2 est optimal. En general on 
ne salt pas repondre a cette question. Peut-etre la formula de Plancherel pour 
les espaces symetriques pseudoriemannien G/iL peut-elle apporter une reponse. 
Remarquons neanmoins le lemme suivant (qui explique la deuxieme partie du 
Theoreme EH). 
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Lemme 7.4 Si p = 1 et q + r est pair, 0 n’est pas dans le spectre essentiel du 
laplacien sur les formes de degre {q + r)/2 sur M. 

Demonstration. C’est evident puisque, le laplacien commutant aux operateurs 
d et 6, son spectre sur les formes de degre k est contenu dans la reunion du 
spectre du laplacien sur les formes de degre k — 1, du spectre du laplacien sur 
les formes de degre fc + 1 et (eventuellement) de la valeur propre 0. Mais par 
dualite de Hodge le spectre du laplacien sur les formes de degre fc + 1 coincide 
avec le spectre du laplacien sur les formes de degre k—1. Le Lemme 17^ decoiile 
done du Lemme o □ 


Nous aurons besoin d’une version a bord de la Proposition o Soit D une 
sous-variete compacte a bord contenu dans M et soit Mq = M — D. Alors Mq 
est une variete riemannienne a bord compact. Nous cherchons a etudier le cas 
ou la fonction F n’est definie que dans un voisinage de Mq dans M. 

Soit (j) une forme differentielle definie sur Mq. Le long du bord OMq de Mq 
on pent ecrire (p = (pt&n + ^norm /\ v o\i v est un vecteur normal pointant vers 
I’interieur de Mq. 

Proposition 7.5 Soit (p une k-forme differentielle a support compact dans Mq 
et verifiant la condition au bord </)norm = 0 le long de OMq . Soit F une fonction 
relle comme dans la Proposition EE Supposons de plus que dF\gMo = 0 et 
dF{v) > 0 Ze long de BMq. Si \dF\ < 1, alors : 


[\\dp\\2 + ||(5(?i||2]||</'||2 > 




' - 2fcmax(7i) 


Demonstration. La Proposition 17 . 51 decoiile essentiellement de la demonstration 
de [ Ifil Theorem 2.2], L’etape initiate de celle-ci consiste en effet en une integration 
par parties, il s’agit ici d’utiliser les hypotheses ^inorm = 0 et dF{v) > 0 pour 
s’assurer de la positivite de I’integrale le long du bord SMq. La suite de la 
demonstration est identique. □ 


7.2 Cohomologie relative 

Si Mq est une variete riemannienne a bord compacte et metriquement complete, 
on pent definir des espaces de cohomologie absolue et relative. Notons (/\^ T*Mq) 
I’espace des fc-formes lisses a support borne dans Mq, le support pouvant rencon- 
trer le bord (contrairement a ce qui se passe pour les elements de C“). L’espace 
de cohomologie Lf absolue est alors definie par : 

fc+i fc-i 

H^{Mq) = (<5Co“(/\ T*Mo))^/dCS°{/\T*Mo). 

(L’orthogonal et I’adherence sont, ici encore, pris dans I’espace {/\^ T* Mq) .) 

Cet espace est isomorphe a un espace de formes harmoniques verifiant la con¬ 
dition absolue sur le bord BMq : 

k 

H^{Mq) ^ H\{Mq) := {a G L\/\T*Mo) : da = Sa = 0, Onorm = 0}. 
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La cohomologie relative, quant a elle, est definie par 


fc+l k-l 

H^{Mo,dMo) = {6C^{/\T*Mo))^/dC^{/\T*Mo). 

Elle est isomorphe a un espace de formes harmoniques verifiant la condition 
relative an bord : 


k 

H^{Mo,dMo) ^ H^Mo) := {a G L\I\T*Mo) : da = 6a = 0, atan = 0}. 


Bien que la demonstration du Theoreme o ne necessite que des resultats 
plus anciens de Cheeger, nous utiliserons le resultat se suite exacte commode 
suivant du a Yeganefar m 

Theoreme 7.6 Soient M une variete riemannienne complete, D une sous- 
variete d bord compact et regulier de M et Mq = M — D. On suppose que 
pour un certain entier k, 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien sur 
les k-formes. Alors nous avons la suite exacte 

Ht\M) ^ Ht\Mo) A Hl{D,dD) A i7|(M) 

^ H^{Mo) A dD) ^ ^ H^+\Mo). 

Precisons les applications r, e et b qui interviennent dans la suite exacte. 

- r : H^iM) H^iMo) est I’application de restriction induite en coho¬ 
mologie par I’inclusion Mg ^ M. 

- e est I’extension par zero : si [a] G de representant a, on 

definit a sur M par a = a sur D et a = 0 sur Mq. On verifie que a 
est faiblement fermee et on pose e([a]) = [5]. Ceci est independant du 
representant choisi. 

- b se definit comme Thomomorphisme cobord ordinaire en cohomologie 
de de Rham : si [a] est une classe dans H^iMo), on pent choisir un 
representant a qui soit ferme et lisse. II existe alors une fc-forme a sur M 
qui coincide avec a sur Mq et qui verifie da = Q sur un voisinage de Mq. 
On impose de plus que a et da soient de carre integrable (c’est toujours 
possible car le bord dD etant compact, on pent choisir a telle que ap soit 
a support borne). On verifie que la classe de da dans H 2 ~^^{D,dD) est 
independante du representant lisse a choisi, ainsi que du prolongement a, 
et on pose 6 ([q;]) = [da]. 

Remarquons maintenant qu’en utilisant la Proposition o plutot que la 
Proposition [^21 la demonstration du Lemme [^31 implique le lemme suivant. 

Lemme 7.7 Soit c un reel strictement positif suffisamment grand (> cq). Alors, 
pour tout entier k < {p + qr — l)/ 2 , I’espace 

H^{M - M,) ^ n\{M - Me) = { 0 }. 
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7.3 Demonstration du Theorems O 

Fixons c comme dans le Lemme 17.71 et notons D = Me et Mq = M — D. 
Fixons enfin un entier k < {p + qr— 1)/2. D’apres le T;emme [7.dl 0 n’est pas dans 
le spectre essentiel du laplacien sur les formes de degre k sur M. Nous pouvons 
done appliquer le Theoreme l7.til on a en particulier la suite exacte 

Ht\Mo) ^ H^{D, dD) ^ H^{M) ^ i7|(Mo). (7.3) 

Remarquons maintenant que puisque k — 1 < k < {p + qr — l)/2, le Lemme 
1771 implique que 

Ht\Mo) = H^{Mo) ^ { 0 }. 

La suite exacte (TT^ se reduit done a I’isomorphisme 

H^{M)^H^{D,dD). 

Mais le domaine D est compact, on a done 

H^{D, dD) ^ H^{D, dD) + H^{M). 

La variete M etant par ailleurs homeomorphe au produit Cy x R'?’', la formule 
de Kiinneth implique que 

Rk-pri^Cv) = H^{M). 

Et la premiere partie de Theoreme l7.1 l est demontree. 

Supposons maintenant p = 1 et q + r pair. On a bien sur toujours I’isomor¬ 
phisme ^ Le groupe {{q + r)/2 est ici 

la dimension reelle moitiee de M) ne depend que de la structure conforme de M. 
II est done facile de verifier que I’espace {M) est de dimension infini. 

Enfin d’apres le Lemme ITTil 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien 
sur les formes de degre (g -I- r)/2 — 1 sur M. Nous pouvons done appliquer le 
Theoreme 17.61 pour k = {q + r)/2 — 1, on a en particulier la suite exacte 

^ dD) (7.4) 

Mais puisque (g-|-r)/2—1 < fo-l-r—11/2 le Lemme l7.7l impliaue aue 
{0} et la suite exacte 117. 411 se reduit a I’injection de H^'^'^^^'^{D,dD) dans 
r'^^'''>I'^{M). La demonstration de la derniere partie du Theoreme 17.11 suit 
alors celle de la premiere partie. □ 


8 Demonstration des principaux resultats 

8.1 Autour d’un Theoreme de Burger et Sarnak 

Soient G un groupe reductif, connexe et anisotrope sur Q et un sous- 
groupe rationnel de G, reductif et connexe. Soit F un sous-groupe de congruence 
de G. D’apres la formule de Matsushima, si tt S Gg'’ intervient discretement dans 
L^(F\Gg'’) avec multiplicite nr(7r) alors 

7J*(7r:r)~nr(7r)iJ*(0,iF;^). 
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Fixons TT est une representation cohomologique de de degre fortement 
primitif i?, (p un morphisme non triviale dans Homg^/f (tt, G°°(r\G“)) et uj : 
/\^p —> TT une if-application non nulle. Ceci definit une classe G H^{7t : 
r). Demontrer I’injectivite de la restriction a H^{tt : F) de I’application de 
restriction virtuelle Res^ revient a demontrer qu’il existe un element g G G(Q) 
tel que la classe jgLU^ € H^{{H n g~^rg)\XH) soit non nulle. 

Harris et Li ont remarque dans m que pour demontrer ceci il suffit de 
demontrer que 

1 . il existe une representation cohomologique a de degre (fortement primitif) 
R de qui intervient discretement dans la restriction de tt a ; 

2 . I’application de restriction naturelle 

H^(3,K;TT)^H^{i),K^;a) ( 8 . 1 ) 


est injective; 

3. il existe un element g G G(Q) tel que I’application iLp^’-equivariante 


r TT ^ C^{{Hng-^Tg)\XH), 
\ i/ 1-^ p{v){g.) 


( 8 . 2 ) 


soit non nulle. 

On pent penser aux deux premiers points ci-dessus comme a un analogue 
local (reduit a de I’algebre lineaire) de la conclusion. 


Harris et Li ont montre comment paraphraser un Theoreme de Burger et 
Sarnak |10j pour obtenir un critere de non nullite de 1H3- La tres legere modi¬ 
fication suivante de ce critere est demontree dans 

Proposition 8.1 Soit tt (resp. a) une representation cohomologique, de degre 
fortement primitif R, du groupe GJJ'’ (resp. H^^). Supposons que 

1. la representation a apparait discretement dans la restriction de tt d ; 

2. la representation a est isolee dans le dual automorphe de H sous la con¬ 
dition d = 0. 

R existe alors un element g G G(Q) tel que I’application ipg JO) est non nulle. 


Considerons maintenant deux representations cohomologiques tti et tt 2 de 
G^ de degres fortement primitifs respectifs i?i et i ?2 et deux classes de co- 
homologie G : F) et G H^'^{tt : F) avec comme au-dessus 

Pi G Homg^/f (tt^, G'’”(F\Gq'’)) non nul (i = 1,2) et a : ’’’i (resp. 

(3 : A^P '^ 2 ) une iL-application non nulle. 

De la meme maniere que pour la restriction, remarquons que si g est un 
element de G(Q), pour demontrer que le cup-produit g(a,p^) A j3^p.^ est non nul 
il suffit de demontrer que 

1 . il existe une representation cohomologique a de degre (fortement primitif) 

i? = -I- i ?2 de G™ qui intervient discretement dans la restriction de 

TTi 0 7 r 2 a Gq'’ ; 

2 . I’application de restriction naturelle 

( 0 , iL; TTi) 0 ( 0 , K- TT 2 ) ^ H^{q, K; a) (8.3) 

est injective; 
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3. I’application Gg'^-equivariante 


c-((rng-ir5)\XG), 


(8.4) 


■ 


TTl 0 7r2 ^ 

Vi (g) 122 


est non nulle. 

Proposition 8.2 Soient tti, 7^2 et a trois representations cohomologiques, de 
degres fortement primitifs respectifs Ri, R 2 et R = Ri + R 2 , du groupe G“. 
Supposons que 

1. la representation a apparait discretement dans la restriction de tti 0 7r2 d 

G nc . 

0 ? 

2 . la representation a est isolee dans le dual automorphe de G sous la eon- 
dition d = 0. 

II existe alors un element g G G(Q) tel que I’applieation ipg est non nulle. 

Demonstration. Fixons /i et /2 G G°°(r\G“) dans les images respectives de 
et g )2 et telles que la fonction /i 0 /2 engendre la representation a de G“ (c’est 
possible d’apres notre premiere hypothese). Le coefficient matriciel de a associe 
a ce vecteur est egal a 


i^{9)= f f fi{ 9 i)f 2 {g 2 )fi{gig)f 2 {g 2 g)dgidg 2 {g e (8.5) 

irVGg” irVGg” 

Dans m, Burger et Sarnak montrent que ip est la limite, uniforme sur les 
compactes, de sommes finis de coefficients matriciels de la forme 


/ fiiSg')f 2 ig')fi{Sg'g)f 2 {g'g)dg', (8.6) 

J(rn5-ir5)\G“ 

ou (5 G G(Q). 

Le coefficient (ICT est un coefficient matriciel associe a un vecteur de I’espace 
®gGG(Q)^^((rn(?“^r( 7 )\G“). La representation a est done faiblement contenue 
dans le Gg'^-spectre de ®gGG(Q)^^((r H 5 “^r 5 )\G“), elle appartient done au 
dual automorphe de G. 

La demonstration de ^ Fact 3.3] montre plus precisemment que a est faible¬ 
ment contenue dans {p G GAut : d{C^{p)) — 0}. Puisque nous avons suppose 
(T isolee dans le dual automorphe de G sous la condition d = 0, la Proposition 
10 est finalement demontree. □ 


8.2 Restriction et cup-produit virtuels 

Dans le cas des groupes orthogonaux et de I’application de restriction nous 
deduisons de tout ceci le theoreme suivant. 

Theoreme 8.3 Soit G un groupe algebrique reductif, connexe et anisotrope sur 
Q tel que G“ = 0(p, q). Soit Sh°H C Sh'^G avec = 0{p, q — r) plonge de 
maniere standard dans G“ avec p,q > 2. Soit i un entier < (g — r — 2)/2 tel 
que p-\-q — r — 2i>I). Alors, I’application 

H^’^\Sh°G)^ n H;rim+iSh°H) 

_ 9^G{Q) 

^^Dans le cas isotrope, le Theoreme de Burger et Sarnak cite ci-dessus est encore vrai tant 
que / est uniformement continue. 
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obtenue en composant rapplication Res^ et la projection sur la composante 
fortement primitive de la cohomologie de Sh^H est injective. Son image est 
contenue dans ngGG(Q) ^{Sh^H). 

Demonstration. D’apres le Theoreme 1031 et la Proposition IQ il suffit de 
verifier que la representation A{{i^))H est isolee dans le dual automorphe de H, 
mais d’apres la ProDOsition l4.2l et pour i verifiant les conditions du Theoreme, 
on a beaucoup plus puisque la representation A({iP))H est en fait isolee dans le 
dual unitaire de Enfin la partie sur la composante fortement primitive de 
la cohomologie resulte de la Remarque qui suit le Lemme IT31 □ 

Remarques. Le Theoreme 18.HI let sa demonstration) implique(nt) le premier 
point du Theoreme n~l : il est immediat )cf. par exemple Fait 32j) qu une 
classe de cohomologie de degre < p + g — 4 appartient a H*{A{(i'P)) : Sh^G) ou 
a H*{A{{q^)) : Sh^G) (avec i,j entiers). On pent done restreindre I’etude de 
Res§ au sous-espace H*{A{{iP)) : Sh^G), puis au sous-espace H^'‘^\Sh°G). 
Enfin le Corollaire lOI implique que toute representation cohomologique de 
SOo{p,q—l) de degre fortement primitif < p + q — A est isolee dans le dual uni¬ 
taire de SOo(j),q — 1), ce qui implique immediatement que toute representation 
cohomologique de SOo{p,q — 1) de degre fortement primitif < p + q — A est 
isolee dans le dual unitaire sous la condition d = 0. Le Theoreme 18.31 (et sa 
demonstration) implique(nt) alors (avec r = 1) que la restriction de Res^ au 
sous-espace H'^^^\ShPG) est injective. Ce qui demontre le premier point du 
Theoreme ll.4l Le Theoreme lH.dl n’imnliaue qu’une version plus faible du premier 
point du Theoreme n~3i Celui-ci est neanmoins demontre par Venkataramana 

m- 

Le Theoreme l8 . 3l est un analogue (bien que sa demonstration soit completement 
differente) du Theoreme l3.ll Plus generalement et au vu de la Conjecture 15.51 
nous conjecturons le resultat suivant. 

Conjecture 8.4 Soit G un groupe algebrique reductif, connexe et anisotrope 
sur Q tel que = 0{p, q). Soit ShPH C Sh^G avec = 0(p, q — r) plonge 
de maniere standard dans G“, 1 < P,P et 1 < r < q. Soit X une partition 
orthogonale dans p y. q. Alors, I’application 

H\Sh^G)i\^ n 

3eG(Q) 

obtenue en composant I’application Res§^ et la projection sur la composante 
fortement primitive de la cohomologie de ShPH est injective si et seulement si 
la partition (r^) s’inscrit dans le diagramme gauche A/A. Son image est alors 

contenue dans nggG(Q) H^{Sh^H)^J. 

Concernant la restriction des groupes unitaires vers les groupes orthogonaux 
nous obtenons le resultat suivant. 

Theoreme 8.5 Soit G un groupe algebrique reductif, connexe et anisotrope sur 
Q tel que G“ = U{p,q). Soit Sh^H C ShSG avec = 0{p,q) plonge de 
maniere standard dans G“ avec p,q > 2. Soit i un entier < {q — 2)/2 tel que 
p + q — 2i > 5. Alors, I’application 

H^’^\Sh^G)-. n HGm+iSh°H) 

36 G(Q) 
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obtenue en composant rapplication Res^ et la projection sur la composante 
fortement primitive de la cohomologie de Sh^H est injective. Son image est 
contenue dans ngGG(Q) ^{Sh^H). 

Demonstration. Elle est identique a celle du Theoreme lO a condition de rem- 
placer le Theorenie l5.1 fjl na.r le Theoreme ?? et la Remarque suivant le Lemme 
EH par la Remarque qui suit le Lemme ??. □ 

Remarques. Le Theoreme l8.dl let sa demonstration) implique(nt) les premiers 
points des Theoremes ll.7l et ll.8l Les deuxiemes points de ces Theoremes provi- 
ennent de ce qu’a un niveau fini on a un plongement totalement reel d’une 
variete reelle de dimension paire dans une variete complexe. La multiplication 
par J, donne par la structure complexe de la variete ambiante, echange done le 
fibre tangent et le fibre normal de la sous-variete totalement reelle. Le nombre 
d’Euler de son fibre normal dans la variete complexe ambiante est done egal a 
sa caracteristique d’Euler qui est non nulle. 

Le Theoreme 18.51 (et sa demonstration) implique(nt) le Corollaire 11 .HI de 
rintroduction, il faut juste remplacer la Pronosition 14.21 na,r le Corollaire oi 
lorsque p = 2 et q = 3, par la Proposition 14.91 lorsque p = 1, et utiliser ^ 
Theoreme 5.1] lorsque p — q = 2. 

Plus generalement et au vu de la Coniecture l5.5l nous conjecturons le resultat 
suivant. 

Conjecture 8.6 Soit G un groupe algebrique reductif, connexe et anisotrope 
sur Q tel que = U{p,q). Soit ShPH C Sh°G avec = 0{p,q) plonge 
de maniere standard dans G"'’, 1 < p, g. Soient A et p deux partitions incluses 
dans p X q formant un couple compatible. Si I ’application 

H^-^^{Sh°G)il^ n (8.7) 

S6G(Q) 

obtenue en composant Vapplication Res)j et la projection sur la composante 
fortement primitive de la cohomologie de Sh^H est non nulle alors X = 0 ou 
fj. = p X q. Supposons par exemple p = p x q. Alors, I’application est 

injective si et seulement si la partition X est orthogonale. Son image est alors 
contenue dans nggG(Q) H^{Sh^H)^. 

Concernant le cup-produit nous obtenons le resultat suivant. 

Theoreme 8.7 Soit G un groupe algebrique reductif, connexe et anisotrope sur 
Q tel que G"'’ = 0(p, q), avec p,q > 2. Soient a et j3 deux classes de cohomologie 
appartenant respectivement a H^^’’\Sh^G) et H^^^\ShPG) aveck + l < {q—2)/2 
et p + q— 2{k +1) > 5. II existe alors un element g G G(Q) tel que le projete de 

g{a) A /3 ^ 0 

dans iL(S'/i°G) soit non nul. 

Demonstration. D’apres le Theoreme l5.9l et la Proposition l8.2l il sufRt de verifier 
que la representation A{{{k + iy)) est isolee dans le dual automorphe de H, mais 
d’apres la Proposition l4.2l et pour k, I verifiant les conditions du Theoreme, on 
a beaucoup plus puisque la representation A(((fc + IY))h est en fait isolee dans 
le dual unitaire de Gq'’. □ 
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Remarques. La encore, le Theoreme lO implique le Theoreme n~T^ lorsque 
p > 3. Dans le cas p = 2, 11 n’implique qu’une version plus faible. Le reste du 
Theoreme est neanmoins demontre par Venkataramana |53| . 

Le Theorem e l8 . 7l est un analogue (bien que la demonstration soit completement 
differente) du Theoreme ll .1 II Plus generalement et au vu du Tbeoreme lb.Hl uoiis 
conjecturons le resultat suivant (qui generalise la Conjecture II. 1311 . 

Conjecture 8.8 Soit G un groupe algebrique reductif, connexe et anisotrope 
sur Q tel que = 0{p,q), avec p,q > 1. Soient a et (3 deux classes de 
cohomologie appartenant respectivement d et H^^^\Sh^G).. Alors, 

il existe un element g G G{Q) tel que le projete de 

g(a) A /3 ^ 0 

dans la partie fortement primitive de la cohomologie de Sh^G soit non nul si et 
seulement si k + I < q/2. Le projete appartient alors a {Sh^G). 


8.3 L’application “cup-produit avec 

Concernant I’application “cup-produit avec [5'h°iL]” nous commengons par 
demontrer le resultat general suivant. 

Theoreme 8.9 Soit G un groupe algebrique reductif, connexe et anisotrope sur 
Q tel que = 0{p,q + r). Soit Sh^H C Sh°G avec = 0{p,q) plonge 
de maniere standard dans G"“ avec p,q,r > 1. Soit A une partition orthogo- 
nale dans p x q telle que la partition (r^) s’inscrive dans le diagramme A/A. 
Supposons : 

1. que A verifie la Conjecture \S. 17\ et 

2. que A(A-|-(r^’))^^ est isolee dans le dual automorphe de G sous la condition 
d = 0. 

Alors, I’application 

H^{Sh°H) H^+^’^’’^Sh°G), 

obtenue en composant I’application “cup-produit avec [Sh'^H]” et la projection 
sur la composante (S'/i°G) C H*{Sh^G), est injective. 

Si de plus a est une classe non triviale dans H^{Sh^H), I’espace vectoriel 
engendre par les translates de Hecke de I’image de a dans l(5'/i°G) est 

de dimension infini. 

Demonstration. Soit a une classe non triviale dans H^{Sh^H). La classe a est 
representee par un classe non triviale (que nous notons toujours a) definie sur un 
niveau hni. On pent done supposer qu’il existe un sous-groupe de congruence T 
dans G et un sous-espace V de dimension r dans RP+9+’' tels que = G^ et 
aG H^{Tv\Xv),ou rV = r n Gy . Representons la classe a par une forme har- 
monique que nous notons /i. (Nous utiliserons tout au long de la demonstration 
les notations du §5.) 

Notons M = r\X et fixons {Mm = une tour d’effeuillage (fournie 

par le Lemme OH constituee de revetements de congruence. 

Notons 6 I’unique iL-type minimal de la representation A(A -I- (r^)) de G 
et (m G N U {oo}) I’application obtenue en composant la projection P™ 
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(sur les formes harmoniques) par la projection sur le sous-espace (5-isotypique 
de la cohomologie (eventuellement L^). 

Lemme 8.10 Soil s G C, Re{s) » 0. Alors, la suite P^'^VL'^{s) converge 
uniformement sur tout compact de X vers 

Demonstration. Puisque par hypothese la representation A(A+(rP))^J est isolee 
dans le dual automorphe de G sous la condition d = 0, il existe un reel n 
strictement positif tel que la premiere valeur propre non nulle du laplacien sur 
les (fc + pr)-formes fermees de Mm (resp. Moo) engendrant le K-type 6 soit 
strictement sup&ieure a v. Notons alors h^, la fonction G C'o([0,+oo[) qui vaut 
1 sur I’intervalle [ 0 , ^], 0 sur I’intervalle +oo[ et qui decroit lineairement sur 
[|,A]. Puisque : 

1 . la seule valeur propre du laplacien sur les (fc +pr)-formes fermees de Mm 
(resp. Moo) engendrant le if-type S et strictement inferieure a v est 0, 

2 . I’espace des formes fermees engendrant le if-type S est ferme, et 

3. les formes fi™(s) ^^^(s) sont fermees, 

la projection sur la composante d-isotypique de hv{Xm)^^{s) (resp. h^{Xoo)D^{s)) 
est egale a (resp. P^’^D,^[s)). 

Or. d’aores la ProDOsition l?i.23l et pours G C, Re(s) >> 0, la suite/i,y(Am)fi)r'('5) 
converge vers /ij^(Aoo)fi^(s) uniformement sur les compacts. Ce qui conclut la 
demonstration du Lemme lom □ 

D’apres le Tlieoreme l6.18l I’application fj. fi;i(s) (pour Re(s) >> 0) induit 
I’application naturelle 

H'^iCv) ^ H^+P’^iMv) 

“cup-produit avec [CvY ■ Puisque par hypothese A verifie la la Coniecture l3.17l 
la projection P“’'^n^(s) doit etre non nulle (et independante de s, Re(s) >> 0). 

On pent maintenant demontrer la premiere partie du Theoreme El L’ap¬ 
plication H^{Cv) —>■ (Mm) correspond en effet a I’application p, i-^ 

pm,i5^m(g)^ Mais, d’apres le Lemme IFi.lOl cette derniere converge simplement 
vers I’application 

injective par hypothese. Or H^{Cv) est de dimension finie done la convergence 
est uniforme et pour m grand, I’application H^{Cv) (Mm) est injec¬ 

tive. Comme Mm est un revetement de congruence de M, la premiere partie du 
Theoreme El est demontree. 

Pour demontrer la deuxieme partie du Theoreme El nous allons d’abord 
deduire des faits precedents la proposition suivante. 

Proposition 8.11 On se place sous les hypotheses du Theorem,e \H.tA Soient 
s € C, Re{s) >> 0, et p, une forme harmonique representant une classe non 
nulle dans H^{Cv). Supposons Pg’‘^n°(s) ^ 0. II existe alors un entierm > 0 et 
un element 7 G P tels que les formes harmoniques P^’^D,ff{s) et 7 *P™’‘^n™(s) 
soient lineairement independantes. 
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Demonstration. Nous montrons d’abord par I’absurde qu’il existe un entier m > 

0 tel que la forme ne soit pas invariante sous Taction de F. Soit m un 

entier > 0. Supposons que la forme soit invariante sous Taction de 

r. Alors, 

p^/nl{s) = [F : 

Or [F : Fm] tend vers Tinfini avec m, done P™’‘^0™(s) tend vers 0 avec m ce 
qui contredit la premiere partie du Theoreme lO demontre ci-dessus. II existe 
done un entier m > 0 et un element 7 e F tels que les formes P™’^r2™(s) et 
7 *P™’‘^ 0 ™(s) soient distinctes. Puisque 

les formes et sont en fait necessairement lineairement 

independantes. Ce qui acheve la demonstration de la Proposition 18. Ill □ 

A Taide de la Proposition lH . 1 11 nous pouvons maintenant conclure la demonstration 
du Theoreme El 

Soit /i une forme harmonique sur Cy representant une classe non nulle 
dans H^{Cv). Nous allons montrer par recurrence sur A^ > 1 qu’il existe un 
revetement fini de congruence Mn de M et N translates par F de Timage de /i 
dans qui soient lineairement independants. Le Theoreme El en 

decoule immediatement. 

Supposons qu’il existe un tel revetement Mjy pour un certain A^ > 1. No¬ 
tons les N formes harmoniques independantes obtenues. On pent 

supposer que la forme uji est la forme harmonique associee a /i (qui est une 
forme harmonique sur une preimage de Cy dans Mj^). La Proposition 18.ill 
implique qu’il existe un revetement fini Mjv+i de Mjv, une forme harmonique 
(hi sur Mjv+i et un element 7 G ttiMjv tels que les formes harmoniques (hi 
et 7 *(hi soient lineairement independantes. Supposons qu’il existe N + 1 reels 
ao; cki,..., cxtv tels que 

ao(hi + ai7*(hi + a2UJ2 -b • • • -b = 0. 

Alors en moyennant par TTiMpf^i\'KiMf^, on obtient : 

(ai -b Q!2 )<^i + : 7riAF7v+i]{Q(2W2 -b • • • -b ckatWiv} = 0. 

L’hypothese de recurrence implique done : 

CKq + CHi = Q!2 = . . . = CK^V = 0- 

Et puisque les formes harmoniques (hi et 7 *(hi sont lineairement independantes, 
on obtient finalement que : 

ao = ai = 0 . 

Enfin puisque le revetement de Mjv+i sur M est fini, on pent le supposer ga- 
loisien, la forme 7 *(hi est alors definie sur Mjv+i- Ce qui acheve la recurrence 
et la demonstration du Theoreme l8.9l □ 

Remarquons maintenant qu’en vertu de la Proposition E3 la deuxieme hy- 
pothese du Theoreme l 8 . bl est verifiee par tout diagramme orthogonal A de poids 
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|A| < p+g+r—rp—3, sip, g > 3 et de poids |A| < [(g+r)/2] —2r, sip = 2 < g+r. 
II decoule par ailleurs du Theoreme l7.1l aue la premiere hypothese du Theoreme 
18.91 est verifiee pour tout diagramme orthogonal A de poids |A| < (g — pr)/2 — 1. 
Le Theoreme IQ implique done le theoreme suivant qui a son tour implique 
immediatement les deuxiemes points des Theoremes ll .di et II .51 

Theoreme 8.12 Supposons fixee une donnee ShPH C Sh^G avec = 0{p, q) 
plonge de maniere standard dans G“ = 0{p, q + r), avec p, g > 2. Alors, pour 
tout degre k < min(p + g + r — rp — 3, (g — pr)/2 — 1), Vapplication “cup-produit 
avec [Sh°H] ” 

G 

l\ : H’^{Sh°H) H'^+''P{Sh°G) 

H 

est injective. 

Plus generalement, et au vu de la Conjecture liTTzl nous conjecturons le 
resultat suivant. 

Conjecture 8.13 Supposons fixee une donnee Sh^H C Sh^G avec = 
0(p, g) plonge de maniere standard dans = 0(p, g+r). Si A est une partition 
incluse dans p x q, alors Vapplication 

H\Sh°H) ^ 

obtenue en composant I’application “cup-produit avec [ShPH]” et la projection 
sur la composante fortement primitive de la cohomologie de ShPG est injective 
si et seulement si la partition (r^) s’inscrit dans le diagramme A/A. Son image 
est alors contenue dans H^^^^’’\Sh^G). 

Remarque. L’analogue de la partie de I’enonce de la Conjecture 18.1 31 concer- 
nant la composante fortement primitive devrait pouvoir etre demontree sous les 
hypothese du Theoreme l8.9l Nous nous contenterons de traiter (plus loin) le cas 
des symboles modulaires. 


8.4 Applications 

Commengons par deduire des Theoremes ll. di et II.51 le corollaire suivant. 

Corollaire 8.14 Soit G un groupe algebrique et anisotrope sur Q obtenu par 
restriction des scalaires a partir d’un groupe orthogonal sur un corps de nombres 
totalement reel et tel que G“ = 0(p, g) avec q > P ^ ‘2- Alors , 

HP{Sh°G) 7^ 0. 


Remarques. Le Corollaire reste vrai pour p,q > 1, cela decoule en par- 
ticulier du Corollaire cn sur lequel nous revenons au paragraphe precedent. 
Ce resultat est un Theoreme de Millson et Raghunathan qui montrent plus 
generalement que tous les groupes H^P{Sh°G), k = 0 ,... ,q, sont non triviaux. 
Nous deduisons id directement le Corollaire lS. Hi des Theoremes ll. di et ll.5l D0ur 
illustrer comment ceux-ci s’appliquent dans un cas relativement simple. 
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Demonstration du Corollaire Puisque le groupe G provient d’un groupe 
orthogonal sur un corps de nombre, il est immediat qu’il existe une donnee 
Sh°H C Sh^G avec = 0(p, q — 1). Remarquons d’abord que pour q grand 
par rapport a p (plus precisemment pour q > p + 3), les points 2. (avec k = 0) 
des Theoremes OetO impliquent la conclusion du Corollaire lini II nous 
reste a montrer comment faire diminuer q, autrement dit deduire du resultat 
pour 0{p, q + 1) le resultat pour 0{p, q), pour tout q > p >2. 

Mais, et toujours puisque le groupe G provient d’un groupe orthogonal sur 
un corps de nombre, il existe une donnee Sh^G C Sh^Gi avec G“ = 0{p, q + 1). 
Remarquons maintenant que si q > p > 3, alors p < p + (q + 1) — 4 et que si 
p = 2, alors 2 < (q+1) — 1. On pent done appliquer les points 1., avec k = p, des 
Theoremes ll.4l et [T31 tant que q > p > 2. D’ou Ton deduit que si HP{Sh°Gi) est 
non nul alors HP{Sh°G) ^ 0. Et le Corollaire lS. 14l dfeoule d’ un simple argument 
de descente. □ 

Les Theoremes OetO sont bien sur bien plus generaux et deviennent 
plus surprenant lorsqu’on les applique a des classes de cohomologie plus pro- 
fondes. Dans les varietes kaehleriennes le Theoreme de Lefschetz fort implique 
que la multiplication par la forme de Kaehler propage injectivement les classes 
de cohomologie. De maniere surprenante un phenomene analogue a lieu dans la 
cohomologie H*{Sh°0{p, qj). Explicitons par exemple ce qu’il se passe a partir 
d’une classe de degre p. 

Corollaire 8.15 Supposons fixees des donnees Sh^H C Sh^G avec iL"'’ = 
0(j>,q — 1), = 0(j),q) et p,q > 2. Alors, pour tout k < q/4, I’application 

“cup-produit avec [Sh'^H]^” 

HP{Sh°G)^ LfP('=+i)(S'/i°G) 
sec?(Q) 


est injective. 


Le Corollaire o permet de demontrer un resultat bien plus general que le 
Corollaire a savoir, le Corollaire n~Tni de rintroduction. Raghunathan et 
Venkataramana m montrent en effet que si G est un groupe algebrique obtenu 
par restriction des scalaires a partir d’un groupe de type D„, ^ et n > 2, 

sur un corps de nombres totalement reel de telle maniere que G"'” = 0{p,q), 
avec 1 < p < q, il existe alors un groupe Gi obtenu par restriction des scalaires 
a partir d’un groupe unitaire sur un corps de nombres totalement reel et tel que 
G“ = U{p,q) et Sh^G C Sh°Gi. Mais dans |S7| Wallach montre (a I’aide de la 
correspondance theta globale) que HP{Sh°Gi) ^ 0. Le Corollaire 11.91 impliaue 
done immediatement le Corollaire n .1 Hi de I’introduction. 

8.5 Sur la classe de cohomologie des symboles modulaires 

Concernant la classe de cohomologie des symboles modulaires, nos methodes 
permettent de demontrer le Theoreme suivant. 

Theoreme 8.16 Supposons fixees des donnees Sh^H C ShPG avec G anisotrope, 
= 0{p, q), G"'’ = 0(p, q+r) etp,q > 2. Supposons q>r + 2etp + q — r>5. 
Alors, la classe de [Sh^H] est non triviale dans H*{Sh^G). Plus precisement, la 
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projection de [Sh^H] dans la composante fortement primitive de la cohomologie 
de Sh^G est non triviale et appartient d H^^’'\Sh^G). 

Demonstration. Le Corollaire KllKl impliaue I’hypothese 1. du Theoreme l8.dl pour 
la partition nulle. La Proposition l4.2l imDliaue que sous les conditions q> r -\-2 
et p+q — r > 5,1’hypothese 2. du Theorenie l8.9l est verifiee par la partition nulle. 
Le Tlieoreme l8.9l imr)1iniie alors que la projection de [Sh^H] dans H^'^’’^Sh^G) 
est non triviale. Ce qui implique le premier point du Theoreme l8.1 fil La trivialite 
de la projection de [Sh^H] dans les autre composantes fortement primitives de 
la cohomologie de Sh^G, provient de ce que parmi les representations coho- 
mologiques appartenant a la serie discrete de G '^^/(qui sont connues, cf. 
§2.6), A((rP)) est la seule de degre fortement primitif pr. □ 

Remarque. Dans ce cas on pent egalement obtenir des resultats sur la com¬ 
posante non fortement primitive de la cohomologie de [Sh^H] : la projection de 
la classe [Sh'^H] dans HP'^{A{X) : Sh^G) est triviale pour toute partition non 
nulle A C [p/2] x (g-fr). Cela decoule en effet d’un critere |22 Theorem 2.8] de 
Kobayashi et Oda, et du Theoreme lb.ldl 

Enfin, remarquons que le Coro1laire l4.6l la Pronosition l4.9l et la demonstration 
du Theoreme lS.l 6l imr)1inuent le Corollaire ll .61 de I’lntroduction, 

Dans le cas unitaire, I’analoque du premier point du Theoreme EM est 
bien sur immediat (puisque les symboles modulaires sont alors des sous-varietes 
complexes d’une variete kaehlerienne). II n’est neanmoins pas clair que la classe 
de cohomologie d’un symbole modulaire ne se projette pas trivialement sur la 
composante fortement primitive (ou meme non triviale) de la cohomologie. Le 
theoreme suivant se demontre exactement de la meme maniere que dans le cas 
orthogonal. 

Theoreme 8.17 Supposons fixees des donnees ShPH C Sh'^G avec G anisotrope, 
— U(jp, q), = U(p,q + r) et p,q > 2. Supposons q > r -|- 2. Alors, la 

projection de [Sh^H] dans la composante fortement primitive de la cohomologie 
de ShPG est non triviale et appartient a 


Remarque. Dans ce cas le critere de Kobayashi et Oda montre (d’apres le 
Theoreme 15.1211 que la projection de [Sh^H] dans p) : Sh°G) est 

triviale pour tout couple (A,/i) ^ (0,p x {q + r)) de partitions telles que deux 
elements de A et /t ne soient jamais alignes. On retrouve en particulier que la 
classe de cohomologie [Sh^H] n’a pas de composante holomorphe. 


9 Generalisations et Perspectives 

9.1 Generalisations 

Les resultats de la section precedente se generalisent de fagon assez naturelle 
dans deux directions : (1) lorsque les systemes de coefficients (de la cohomologie) 
sont non triviaux, et (2) lorsque les groupes sont isotropes. 

Le cas (1) est relativement immediat. Soit E une representation de dimension 
finie de G. La representation E definit un systeme local £ sur tous les quotients 
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r\X (3 consideres dans cet article. Supposons pour simplifier E irreductible. Tou- 
jours d’apres la theorie de Vogan et Zuckerman, I’algebre graduee H*{Sh^G, £) 
pent etre decomposee selon des representations {E) associees aux sous-algebres 
paraboliques de g (voir m)- Les resultats des sections precedentes se traduisent 
alors mot a mot. Dans le cas de I’application “cup-produit avec [Sh°H]” il faut 
quand meme penser a tordre la classe fondamentale [Sh^El], Plus precisemment 
et en se plagant a un niveau fini P, on considere toujours la sous-variete (P H 
E[)\Xh r\-^G, que Ton note . II s’agit alors de construire une section s 
du fibre ^^eci est fait par Tong et Wang dans [221, dont on pent egalement 

extraire (comme au §2.4) la construction de la classe duale a {Cp,s) dans 
^Y^Xg, £)■ La reste se generalise immediatement. Notons meme que 
concernant les symboles modulaires les demonstrations se simplifient dans nom- 
bre de cas ou la forme duale construite par Tong et Wang est L^. On pent en effet 
alors former directement une serie de Poincare convergente (sans avoir recours 
a un poids et done au parametre s du §5.6) et se passer de I’hypothese 2. dans 
le Theoreme ESI Ceci explique les constructions par Tong et Wang de classes 
de cohomologie non triviales (pour des systemes de coefficients non triviaux). 
Nous avons prefere neglige ici les systemes de coefficients, ils nous paraissent en 
effet un peu hors sujet en ce qui concerne les proprietes de Lefschetz. 

Le cas (2) est plus delicat et tres interessant. Considerons done maintenant 
un groupe G isotrope sur Q. La cohomologie de Sh^G n’est plus naturellement 
reliee a la theorie des representations, il n’y a plus de decomposition de Hodge 
ou de Vogan-Zuckerman. Il est dans ce contexte plus naturel de considerer la 
cohomologie El^i^ShPG), ou encore la cohomologie cuspidale E[*^^^{ShPG). 
L’espace Hl^^^{ShPG) est un sous-espace de E[*{ShPG) comme de El^lsh^G), 
celui des classes representees par des formes cuspidales (qui sont bornees et done 
L^). Les theories de Matsushima et de Vogan-Zuckerman s’appliquent a I’espace 
El^^ShPG). Le sous-espace E[*^^p{Sh^G) herite alors de la decomposition de 
Vogan- Zuckerman. 

Commengons par considerer I’application de restriction stable de G a 
et adoptons les notations du §8.1. Soit done ui^ S : T). Remarquons 

que d’apres le Lemme rrrni la forme harmonique est bornee sur r\VG'. La 
restriction de la forme uj,p, via les applications jg {g G G(Q)), aux sous-varietes 
(iL n 5 “^r 5 )\X// sont bornees et done dans L’application 

Res^ H : H*{Sh°G) -> Yi H*{Sh°H) 

96G(Q) 

est bien definie. Si de plus G : T), un resultat de Clozel et Venkatara- 

mana m Lemma 2.9] afHrme que la forme jgUJg, est rapidement decroissante le 
long de (iJ n g~^Tg)\XH, et defini en particulier une forme cuspidale. L’appli¬ 
cation 

H ■■ KnspiSh^G) n KnspiSh^H) 
geG(Q) 

est bien definie, elle est induite par la restriction de Res^ ^ au sous-espace 
H*^,^iSh^G). 

La question de I’injectivite des applications Res® ^ et Res^gp^ ^ est done 
bien posee. Les techniques de [2] ne se generalisent pas au cas isotrope (non¬ 
compact), le Theoreme Id.II avec Res^ remplace par Res® ^ ou Res^gp ^ est 
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ouvert. Suivons done la meme approche (a savoir la demonstration du Theoreme 
lOl pour les groupes orthogonaux et unitaires dans le cas isotrope. La seule 
etape de la demonstration du Theoreme lS.HI aui utilise I’hypothese G anisotrope 
sur Q est la Proposition EH e’est a dire de ^ Proposition 3.2]. Comme le 
remarquent Harris et Li dans m la demonstration de la Proposition 18.11 reste 
valable dans le cas isotrope a condition de verifier que chaque forme / dans 
I’image de (p est uniformement continue (cf. la note de has page no. 12 pour 
une remarque analogue). Mais ceci (et meme / uniformement Holder) pent etre 
deduit du Lemme rrrni en utilisant une “inegalite de Harnak” comme dans IS3 
Proposition 9.4 (Chapitre 14)]. (Le cas cuspidal est evidemment plus facile a 
traiter puisque les formes jgto^ sont rapidement decroissantes le long de {H n 
g-irg)\X^.) 

La demonstration du Theoreme lO implique alors les theoremes suivants 
dans le cas isotrope. 

Theoreme 9.1 Soit G un groupe algebrique reductif et connexe sur Q tel que 
= 0{p,q). Soit ShSH C ShPG avec = 0{p,q — r) plonge de maniere 
standard dans avec p,q > 2. Soit i un entier < {q — r — 2)/2 tel que 
p + q — r — 2i> 5. Alors, I’application 

HP{Sh°G)-^ n Hlprim+iSh°H) 
gecm 

obtenue en composant I’application Res^ ^ et la projection sur la composante 
fortement primitive de la cohomologie de Sh^H est injective. Son image 
est contenue dans ngGG(Q) ^2 \ShPH). 

Theoreme 9.2 Soit G un groupe algebrique reductif et connexe sur Q tel que 
G“ = U{p,q). Soit Sh^H C Sh°G avec = U{p,q — r) plonge de maniere 
standard dans G“ avec p,q>2. Soient i et j deux entiers naturels de somme 
i+jS^q — r — 2. Alors, I’application 

geG(Q) 

obtenue en composant I’application Res^ ^ et la projection sur la composante 
fortement primitive de la cohomologie de Sh^H est injective. Son image 
est contenue dans ngGG(Q) ^^2* \Sh^H). 

Remarque. Dans le cas unitaire, et en ce qui concerne la cohomologie holo- 
morphe I’application Res^ ^ est bien comprise, d’apres les travaux de Clozel et 
Venkataramana m 

Concernant la restriction des groupes unitaires vers les groupes orthogonaux 
nous obtenons de la meme maniere le resultat suivant. 

Theoreme 9.3 Soit G un groupe algebrique reductif et connexe sur Q tel que 
G“ = U{p,q). Soit Sh^H C Sh^G avec R™ = 0{p,q) plonge de maniere 
standard dans G"'’ avecp,q > 2. Soiti un entier < (q— 2)/2 tel que p+q—2i > 5. 
Alors, I’application 

HpiSh^G)^ n 

geG(Q) 
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obtenue en composant Vapplication Res^ ^ et la projection sur la composante 
fortement primitive de la cohomologie de Sh^H est injective. Son image 
est contenue dans IlgGGCQ) ^2 \Sh°H). 

Remarque. Le Theoreme iy.HI fet sa demonstration) implique(nt), comme an- 
noncee dans I’lntroduction, que le Corollaire ll.lHI reste vrai dans le cas isotrope 
avec la meme demonstration. 

Concernant le cup-produit nous obtenons de maniere analogue les resultats 
suivants. 

Theoreme 9.4 Soit G un groupe algebrigue reductif et connexe sur Q tel gue 
= 0{p,q), avec p,q > 2. Soient a et (3 deux classes de cohomologie 
appartenant respectivement a \ShPG) et \Sh^G) aveck+l < {q—2)/2 
et p + q — 2{k + 1) > 5. II existe alors un element g € G(Q) tel que le projete de 

g{a) A ^ 0 

dans \Sh^G) soit non nul. 

Theoreme 9.5 Soit G un groupe algebrigue reductif et connexe sur Q tel que 
G“ = U{p,q), avec p,q > 2. Soient a et (3 deux classes de cohomologie 
appurtenant respectivement d H 2 {Sh^G) et 

j + k + l<q — ‘2- II existe alors un element g G G(Q) tel que le projete de 

g{a) A /3 ^ 0 

dans 

Considerons maintenant I’application “cup-produit avec [Sh^H]”. La seule 
etape de la demonstration du Tlieoreme l8.9l aui utilise de maniere essentielle le 
fait que G est anisotrope est la demonstration du Tlieoreme l7.ll La generalisation 
de ce resultat au cas isotrope semble necessiter des idees nouvelles ou a tout 
le moins une description plus fine de la geometrie a I’infini de My, ou A est 
un reseau non cocompact de H. Neanmoins il est facile de verifier que la non 
isotropie de G n’est pas necessaire dans les demonstrations des Corollaires ld.141 
et 18.171 ni dans dans le §5.6 (la construction de Wang est valable pour ry\Ary 
de volume fini). On pent done au moins appliquer notre methode aux symboles 
modulaires pour obtenir les Theoremes suivants. 

Theoreme 9.6 Supposons fixees des donnees Sh^H C Sh^G avec = 

0{p, q), G"'^ = 0(p, q + r) et p,q > 2. Supposons q>r-|-2 et p-l-q — r>5. 
Alors, la classe [Sh^H] est non triviale dans H^^Sh^G). Plus precisement, la 
projection de [Sh^H] dans la composante fortement primitive de la cohomologie 
de Sh^G est non triviale et appartient a \Sh^G). 

Theoreme 9.7 Supposons fixees des donnees ShPH C Sh^G avec = 
U{p,q), G"'^ = U(j),q + r) et p,q > 2. Supposons q>r-|-2. Alors, la classe 
[Sh^H] est non triviale dans H^iSh^G). Plus precisement, la projection de 
[Sh^H] dans la composante fortement primitive de la cohomologie de ShPG 
est non triviale et appartient a H 2 ’ (Sh^G). 
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Dans un preprint recent m, Speh et Venkataramana demontrent que si 
Sh^H C Sh^G avec = U{l,q + r) et r = 1 on 2, alors 

la classe [Sh°H] est non triviale dans H*{Sh°G) et engendre sous Taction des 
operateurs de Hecke un espace dimension infini. Ils montrent en fait la non 
trivialite de la projection de la classe [Sh'^H] dans la cohomologie triviale. De 
maniere complementaire notre methode permet de demontrer (au moins lorsque 
r = 1) la non trivialite de la projection de [Sh'^H] dans la cohomologie fortement 
primitive. Nous montrons plus precisement le theoreme suivant. 

Theoreme 9.8 Supposons fixees des donnees Sh^H C Sh^G avec = 

0(1, g) (resp. = U{l,q)), G“ = 0(1, g + 1) (resp. U{l,q + 1)) et q > 2 (resp. 
q > 1). Alors, la projection de la classe [Sh^H] dans la composante fortement 
primitive de H^iSh^G) est non triviale et le sous-espace engendre par ses trans¬ 
lates de Hecke est de dimension infini. En particulier, la classe [Sh^H] est non 
triviale dans H* [ShPG) en engendre sous faction des operateurs de Hecke un 
espace de dimension infini. 

Demonstration. La demonstration est identique a celles des Theoremes 19.61 et 
liTfl sauf que Ton ne pent plus appliquer les Propositions 14.21 et 14.11 Celles- 
ci peuvent neanmoins etre respectivement remplacees par la Proposition lOl 
et 14.101 L’assertion sur les translates de Hecke decoule de la demonstration 
du Theoreme EH On passe finalement de la cohomologie a la cohomologie 
usuelle a Taide d’un Theoreme de Zucker inn. □ 


9.2 Perspectives 

II n’y a evidemment aucune raison autre que technique pour restreindre 
Tetude des proprietes de Lefschetz automorphes au cas des groupes unitaires ou 
orthogonaux. Conluons alors cet article par deux conjectures (peut-etre un peu 
optimistes et ambitieuses) qui decrivent les proprietes de Lefschetz automorphes 
auquelles on s’attend pour des groupes generaux. 

La premiere conjecture concerne Tapplication de restriction stable. Elle est 
motivee par les Theoremes lOetIO Tarticle |21 et (surtout) par un resultat 
general de Venkataramana ISSl Theorem 6] dans le cas hermitien. Nous avons 
besoin de quelques preliminaires pour enoncer cette conjecture. 

Condiderons G un groupe algebrique reductif et connexe sur Q, presque sim¬ 
ple sur Q modulo son centre. Nous supposons de plus que que le groupe G(IR) 
de ses points reels est semi-simple et non compact modulo un centre compact. 
Soit C G un sous-groupe reductif connexe defini sur Q dont le groupe H (R) 
intersecte un compact maximal K de G(R.) selon un sous-groupe compact max¬ 
imal de H (R). Soient g = 1 © p la decomposition de Cartan du complexifie de 
Talgebre de Lie de G(R) et © Ph la decomposition correspondante pour H. 
Notons s le supplementaire orthogonal (pour la forme de Killing) de f) dans g. 
Soit maintenant T G K un tore maximal, to = Lie(T) et t = to © C. Fixons 
A+(fi, t) un systeme positif de racines dans A(t,t). Posons alors 

dimc(snp) 

CH ^ f\ (snp) (9.1) 

et considerons Vh le plus petit sous-espace KT-stable de /\ p (cet espace n’est en 
general par irreductible). 
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Etant donne un element X G Hq tel que a{X) > 0 pour toute racine a € 
A+(6, t), on pose 

q = q(x) = [ 0 u, I = u = 0 „(x)>ofla- 

L’algebre q est une sous-algebre parabolique 0-stable de g. Notons E{G,L) le 
sous-espace de /\ p engendre par les translates par K du sous-espace A(P 0 
toujours R = dim(u n p). 

Conjecture 9.9 L’application 

H^iA,:Sh°G)^ n 

seG(Q) 

obtenue en composant I’application Res^ ^ et la projection sur la composante 
fortement primitive de la cohomologie de Sh^H est injective si et seulement 
si I’intersection 

Vh n E{G, L) ^ 0. 


Considerons maintenant une sous-algebre parabolique 0-stable de f), que nous 
notons toujours q. La sous-algebre [ de f) definit bien evidemment une sous- 
algebre de 0 . On pent done toujours parle de E{G, L). 

Conjecture 9.10 La projection de la classe [Sh^E[] dans la cohomologie 
fortement primitive est non nulle si et seulement si 

rangc(G/iJ) = raiigciK/{K n H)). 

Dans ce cas, I’application 

H^{A, : Sh°H) ^ H^+Jim+iSh°G) 

obtenue en composant I’application “cup-produit avec [Sh^EI]” et la projection 
sur la composante fortement primitive de la cohomologie Lf de Sh^G est injec¬ 
tive si et seulement si I’intersection 

Vh^E{G,L)^Q. 


Remarques. II n’est meme pas evident que les Conjectures 19.91 et 19.101 im- 
pliquent les resultats et conjectures enonces plus haut dans le cas des groupes 
unitaires et orthogonaux. Cela semble neanmoins raisonnable au vu de [2]- En- 
fin on pent evidemment formuler une conjecture generate analogue concernant 
I’application de cup-produit. 
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